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RESUMO. Aqui estdo presentes as 6 listas de exercicios disponibilizadas durante o
curso de Fisica I (4302111) no primeiro semestre de 2021, horério noturno, minis-
trado pela Prof. Dra. Valentina Martelli. Além disso, a minha resoluc¢do para todas
estd disponivel em conjunto com as questdes. Naturalmente, tenha bom senso e re-
conhega que podem haver erros nas resolugdes, visto que eu sou um estudante, mas
as questoes em si foram transcritas na integra através dos documentos originais.
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Obs.: E indispensdvel ressaltar que toda andlise dimensional estabelece uma propor-
cionalidade, e nao necessariamente uma igualdade. Assim, reconheco a existéncia de uma
constante de proporcionalidade k£ € R. Entretanto, para o proposito da resolugao dessa lista
de problemas, assumirei sempre que a professora ao utilizar a terminologia “depende apenas
de” ou “é€ expresso exclusivamente em termos de” a constante de proporcionalidade valera
k = 1. Dessa forma, para efeitos praticos, nesses contextos, a proporcionalidade colapsard
para uma igualdade de fato.

Questao 1

As chamadas unidades de Planck sao um conjunto de unidades de medida definidas ex- clu-
sivamente em termos de 4 constantes fisicas universais: a velocidade da luz no vacuo ¢, a
constante gravitacional GG, a constante de Planck A e a constante de Boltzmann kp.
Utilizando apenas analise dimensional, encontre expressoes para as seguintes unidades basicas
do Sistema de Planck em termos apenas dessas constantes universais (¢, G, he kp):

(a) comprimento de Planck
(b) tempo de Planck
(c) massa de Planck
(d) temperatura de Planck

Agora, por fim, calcule a ordem de grandeza no SI das unidades de Planck dos itens acima
e expresse o raio do proton em termos do comprimento de Planck.

A Escala de Planck refere-se a quantidades da mesma ordem de grandeza que as unidades de
Planck. Na Escala de Planck, as teorias fisicas desenvolvidas até hoje nao sao mais aplicaveis
e o desenvolvimento de uma teoria aplicavel nessa escala é um dos maiores desafios da fisica
atualmente.

Solugao: Como as unidades basicas do Sistema de Planck sao obtidas através do produto
entre as constantes universais (¢, G, h e k) ou alguma poténcia delas, convém avaliar qual
¢ a unidade de um produto genérico entre elas, isto é:

[e]* - (G - [A] - [kp]® (1)

com xz,y,z,a € R.

De imediato, sabe-se que [c] = L - T~! (unidade de velocidade). Para determinar as
unidades de G, h e kp serd necessario partir de alguma equacao conhecida que envolva
cada uma das grandezas, e a partir delas descobrir [G], [h] e [k5].

Por exemplo, é bem conhecida a lei da gravitagao universal:




B GMm

F 7
isolando G na equacao acima, tem-se:
Fd? [F]-[d? _(M-L-T7)-(L)? I
G: :}G: — :LS'Ml'T2
m — T Bml T T Gn- ()
LG =0 Mt T? (2)

Além disso, sabe-se que h = h/2m = [h] = [h] — o que significa que pode-se calcular
a unidade de A através da unidade de h. Também é bem conhecida a equagao para a
energia de um féton:

E=hv

isolando h na equacao acima, obtém-se:

_E :u:(M'LQ‘T_Q): 72 -1
h= =M= =gy — =M I*T
[h]=1[h] =M - L?.77! (3)

Ainda, a fim de determinar a unidade de kg, pode-se utilizar um outro resultado bem
conhecido, dessa vez da teoria cinética dos gases — a energia cinética média por molécula
do gas:

3
e = —kgT
(& 23

Isolando kg na equagao acima, determina-se:

2e. le] (M -L?-T7?) o o 1
= :,> = = -— = \/i . L . T . B
e =57 (k] [T K
kgl =ML T2 K! (4)

Utilizando os resultados das egs. (2-4) na eq. (1), encontra-se:

7 G [ h)* = (LT (1 MU T2)0 (ML T (M 12 T2 e

_ L:E+3y+2z+2a . M—y+z+a . T—z—2y—z—2a Ko




. [C]w X [G]y X [h]z X [kB]a _ Lz+3y+22+2a . M—y+z+a . T—:z:—?y—z—?a LK@ (5)

A eq. (5) serd extremamente 1til para o cdlculo de cada uma das unidades basicas do
Sistema de Planck. Com efeito, para encontrar a expressao que determina qualquer uma
delas, basta estabelecer uma proporcionalidade entre a eq. (5) e a unidade de Planck
respectiva.

(a) comprimento de Planck
Seja L, o comprimento de Planck. Como L, é um comprimento, entdo [L,] = L. Dessa

forma, se L, ¢ obtido exclusivamente em termos das constantes universais supracitadas,
entao vale a igualdade:

[Lp] — [C]m . [G]y . [h}z . [k,B]a _— Ll — Lcc+3y+2z+2a . M—y+z+a . T—x—?y—z—Za LK@

20+ +3y+2z2=1

a—y+z=0 1 3
<~ < a=0y=2z=-,0=—-.
—2a—x—2y—z2=0 2 2

—a =0

Portanto, uma vez determinados a, y, z e x, pode-se escrever a expressao que determina
o comprimento de Planck:

Ly = (¢)*/*(G)* (h)* (kp)°

(b) tempo de Planck

Seja tp o tempo de Planck. Como ¢p é da unidade de tempo, entao [tp] = T.

O item (b) pode ser resolvido através do mesmo método que o item (a), com a diferenga
de que a igualdade estabelecida representaria a unidade de tempo. Entretanto, como
o comprimento de Planck é uma funcao de G, he ¢, é possivel simplificar o processo

L
notando que tp = —2. Isso é verdade porque essa razao possui unidade de tempo (com-

c
primento/velocidade) e é obtida exclusivamente em termos das constantes universais
desejadas.

Assim, a expressao que determina tp é a seguinte:




(c) massa de Planck

Seja m, a massa de Planck. Como m,, tem unidades de massa, entdo [m,| = M.

Analogamente ao que foi feito no item (a), sera estabelecida uma igualdade entre a eq.
(5) e [m,], acompanhe:

mg) = [ - [G]Y - (A - [kp]? = M* = L#430#22420 _ \[vssta pa-2-2-20 . -

20+2x4+3y+22=0

a—y+z=1 1 1 1
< — a=0y=—=,2=-,7=—.
—2a—x—-2y—2=0 2 2 2

—a =10

Dessa forma, conhecidos a,z,y, e 2z, a expressao para m,, fica imediatamente determi-
nada:

my = (e)/4(G) "2 ()2 (k)"

Sy =\ (8)

(d) temperatura de Planck

Seja T, a temperatura de Planck. Sabe-se que 7, possui unidades de temperatura,
entao [T,] = K.

Analogamente ao que foi feito nos items (a) e (c), firma-se uma igualdade entre a eq.
(5) e [T}], confira:

[Tp] — [C]x A [G]y 3 [h}z 5 [kB]a _ Kl — Lm+3y+22+2a i M7y+z+a X Tfocf2yfzf2a CKTe

20+2+3y+22=0
a—y+z=0 1 1
<~ = a=—-1ly=—=,2=—
—2a—x—-2y—2=0 2 2

—a=1

b}
T = .
2




Assim, [T},] pode ser expresso por:

T, = (0)™(G)™ (W) 2 (k) ™!

| hed

A fim de calcular a ordem de grandeza no SI das unidades basicas do sistema Planck
desejadas, adota-se:

o G=6,674-10"" m3kgts2
e c=2,997-10% ms1
e h=1,054-1073% Js~!

o kp=1,380-10"2JK1

Utilizando as eqs. (6-9), encontra-se:

[Gh [(6,674- 10" mPkg's~%)(1,054 - 103 Js ') s
b=\ = \/ (2,997 - 108 ms=1)3 e

Gh  [(6,674- 10" m3kg s 2)(1,054 - 10734 Js~ 1) "
tp =] = = [ 2 ’ ~ 5,303 - 1074 s.
P = \/ (2,997 - 105 ms—1) : °

he (1,054 - 10734 Js71)(2,997 - 10® ms™1)
— /== ’ ’ ~2,175-107% kg.
e \/ 6,674 - 1011 mdkg s 2 ’ g

~ 1,416 - 10*? K.

_ hed (1,054 - 1073* Js71)(2,997 - 10° ms~1)°
PN GEL V(6,674 1071 m3kg—1s=2)(1, 380 - 10-23 J K —1)2

Portanto, através dos resultados acima, pode-se determinar qual é a ordem de grandeza
de cada uma das desejadas unidades basicas do sistema de Planck.

E importante ressaltar que como (tp ~ 5,393 - 107% s) a ordem de grandeza nao serd
simplesmente 10~%*, mas sim 10~*3, uma vez que 5, 393 estd mais préximo de 10 do que
de 1.




(0.G)r, =107% (10)
(0.G),, =107* (11)
(0.G)m, =107° (12)
(0.G)r, = 10% (13)
Por fim, utilizando a estimativa para o raio do préton segundo Bezginov et al. em “A

measurement of the atomic hydrogen Lamb shift and the proton charge radius”, isto €,
rp 2 0,833-107'° m, pode-se expressar 7, em termos do comprimento de Planck fazendo:

r,  (0,833-1071 m)

T T, T (1,616 1075 m)

=5,425-10" = r, =1L,

o.rp=5,425-10"L, (14)

Esse é um resultado nao tao intuitivo de primeira vista, porque na fisica cldssica tem-se
o raio do préton como referéncia de algo extremamente diminuto, mas percebe-se que
mesmo esse raio ¢ ainda 10?° ordens de grandeza maior que o comprimento de Planck,
que por sua vez representa bem a extremidade da escala quantica.

Questao 2

A equacao diferencial de movimento de um oscilador harmonico amortecido é dada por

2

min + ci—? +kx=0
onde x é a posicao do objeto, a primeira derivada é sua velocidade, a segunda derivada é a
sua aceleragao e m sua massa.
A solucao dessa equacao possui trés casos diferentes dependendo da relacao entre as cons-
tantes ¢, k e m. Uma das solugoes € o caso subamortecido, onde a equacao de movimento
da posicao em fungao do tempo neste caso é dada por:

x(t) = Ae " cos (Wt + @)

(a) Utilizando andalise dimensional, determine as unidades das constantes ¢, k, A, da cons-
tante de amortecimento v, da frequéncia de oscilacao w e da fase ¢.

(b) A constante de amortecimento depende apenas da constante ¢ e da massa, enquanto a
chamada frequéncia de ressonancia nao amortecida wy (cuja unidade é de inverso do tempo,
isto é, T~!) depende apenas do coeficiente k e também da massa. Estime expressoes para
v e wy através da analise dimensional.



Solugao:

(a) Note que na equagao diferencial de movimento de um oscilador harmoénico amorte-

. . ~ . 2 .
cido, sendo a segunda derivada de z a aceleracao do objeto, o termo miTg = ma possui
unidades de Forca, afinal:

F =ma (15)

Portanto, como todos os outros termos da equacao diferencial estao sendo somados

2, [ - . .
com m‘clszw, é necessario que para a equacao ser dimensionalmente coerente cada um

dos termos possua individualmente dimensoes de forca, isto é:

[m%] = [ci—ﬂ =[kz]=[F]=M-L-T? (16)

= [c-v]=[] W= & THY=M-£-T? [c=M-T! (17)

— [k-a]=1[k [z]=[k-L=M-ZL- T2 k=M -T? (18)

Além disso, a equacao de movimento da posicao em funcao do tempo implica que
[A] = L, uma vez que [z(t)] = L = [Ae " cos (wt + ¢)] = [A]. Com efeito, os termos
e " e cos (wt + ¢) sao grandezas adimensionais. Destacando o resultado:

(A =L (19)

Ainda, como e " e cos (wt + ¢) sdo adimensionais, é obrigatério que:

[t =0l tl=h-T=1..[=T" (20)

Lw] =T (21)

*. [¢] = 1 (adimensional) (22)

Portanto, as unidades de ¢, k, A, v, w e ¢ estao expressas pelas eqs. (17-22), respectiva-
mente.




(b) Como a constante de amortecimento depende apenas da constante ¢ e da massa m,
entao ¢ imediato que

] =[] - [m]” (23)

onde deseja-se encontrar z e y para que a eq. (23) se torne dimensionalmente coerente.
Com efeito,

() =T = [ ] = (M T )" (M) = M= . T

r+y=20
= 1<:>9U:1,y:—1
—r = —

Portanto, uma vez determinados x e y, pode-se substituir os valores encontrados na
eq. (23) e obter a expressao para . Confira:

=)' ()"
= (24)

Além disso, sabendo que a frequéncia de ressonancia nao amortecida wy depende apenas
do coeficiente k£ e da massa m, segue que

[wol = [K]* - [m]? (25)

onde, mais uma vez, precisa-se determinar x e y de modo que a eq. (25) esteja dimen-
sionalmente coerente. Como [wg] = T, tem-se:

[wo] — 71 = (M . T*Q)ac . (M)y — MEtY .2

r+y=0 1 1
= LT =o Y= 3
Cor = —1 2 YT 7%

Por fim, a frequéncia de ressonancia nao amortecida wy é obtida substituindo na eq.
(25) os valores de z e y encontrados acima, ou seja:

o = ()1/2(m) 12

SLwp = \/g (26)




Questao 3

Dois carros desavisados estao se movimentando em uma pista estreita. No instante £y o carro
A possui velocidade e aceleracao, em relagao ao solo, respectivamente dadas pelos vetores
Ug = (v4,0,0) e @y = (—ax,0,0). No instante ¢y o carro B possui velocidade e aceleragao,
em relagdo ao solo, respectivamente dadas pelos vetores v = (—vp,0,0) e dp = (ap,0,0).
Considere v;,a; > 0,7 = A, B e as aceleragoes constantes.

(a) Considerando que no instante ¢, os carros estao a uma distancia d entre si. Quantos
cruzamentos podem ocorrer? Sob quais condigoes? Em quais instantes?

(b) Determine a distancia percorrida por cada um dos carros entre o instante tq e o instante
do ultimo cruzamento, no caso em que o numero de cruzamentos ¢ maximo. Considere
todas as possibilidades de velocidade e aceleragao.

Dica: Havera trés casos distintos que vocé precisard considerar, para poder tomar em conta
todas as possibilidades de velocidade e aceleracao.

Solucgao:

(a) No instante tg, a configuracao do sistema segue a ilustragao a seguir:

VA
—>
d
R e e e >

Utilizando os dados informados no enunciado, é possivel escrever a equacao horaria
da posicao para cada um dos carros. Para tanto, serd assumido que € positivo o
sentido horizontal para a direita, que a origem do sistema de coordenadas se localiza
na posicao inicial do corpo A, e também que o referencial é um observador externo aos
carros. Assim, tem-se:

Ta = valt — to) — %aA(t — )2 (27)

1
B :d—’l)3<t—t0)+§a3(t—t0)2 (28)




Para avaliar os cruzamentos, a condicao aplicada serd x4 = xpg, afinal, o significado
do cruzamento é o de que os mdveis passam pela mesma coordenada x um do outro.
Confira:

1 1
Ty =1ap = vA(t —tg) — 5aA(t —t9)> =d —vp(t —ty) + 5aB(t —tg)?

.'.%(aA—i—aB)(t—to)z—(UA—i-vB)(t—to)—l—d:0 (29)

Observe que essa é uma fungao do 2° grau em (t—ty). Esse tipo de fungao pode ter duas
raizes reais distintas, duas raizes reais iguais (uma raiz dupla) e ainda ndo nenhuma ter
raiz real. A interpretacao é a de que podem existir dois, um ou zero instantes de tempo
em que as posigoes se igualam, ou seja, podem ocorrer dois, um ou nenhum cruzamento.

A condigao que determina a quantidade de cruzamentos entre os carros é oriunda da
matematica, isto é:

e Para A > 0, 3 2 raizes reais distintas = 2 cruzamentos.
e Para A =0, 3 2 raizes reais iguais (raiz dupla) = 1 cruzamento.

e Para A < 0, P raizes reais = 0 cruzamentos.

onde A é o discriminante da equagao do 2° grau. Calculando A para a eq. (29), tem-se:

A = (—(’UA + ’UB))2 —4 (%(GA + CLB)> (d) = (’UA + ’UB)2 — 2d(aA —+ CLB)

Pode-se, agora, escrever a condigao que determina a quantidade de cruzamentos em
funcao das variaveis do problema, acompanhe:

+UB>2
A>0 2_9qd 0 g < Watvs) 30
>0 = (va+vp) (aa+ap)>0 = d< 2an T ap) (30)

+UB)2
A= 2_ 94 = q— atos) 1
0 = (va+ vp) (ag+ap) =0 = 2anT ap) (31)

2 (UA+UB)2
A<0 = (vat+vp)—2d(as+ap) <0 = d> ——"" (32)

2(as+ap)

Dessa forma, quaisquer que sejam as intensidades v, vp,a4 € ap, calcula-se a razao
~ (va+wvp)?

= ———— e compara-se com o valor de d. As possiveis conclusoes sao as seguintes:
2(as+ap)




e Sed <r = 2 cruzamentos.
e Se d =r = 1 cruzamento.

e Se d >r = 0 cruzamentos.

Com efeito, esse resultado faz sentido, pois quanto menor for d mais proximos os carros
estao um do outro e se torna mais provavel que ocorra um ou dois cruzamentos. Além
disso, é coerente que haja um valor de d tal que os carros nao consigam se cruzar,
afinal, eles estao sendo desacelerados para sentidos opostos, o que significa que se nao
estiverem suficientemente perto um do outro, sua velocidade trocara de sentido antes
que se cruzem.

Ademais, os instantes de tempo em que ocorrem os cruzamentos sao encontrados jus-
tamente resolvendo a eq. (29), isto é, determinando suas raizes. Para tanto, pode-se
aplicar a formula de Bhaskara e serao automaticamente determinados os instantes em
que os carros se cruzam, se ¢ que realmente se cruzam. Confira:

2

(v +vp) £ | (v4 + vp)? —4(%@4 ; aB>) (d)

? (%(CLA + aB))

bty = atun) |y 2d@atas)
' 0 (aa+ap) (va +vp)?

(t—to0) =

(33)

Note que na eq. (33) hé a presenga do +. Ele representa os dois instantes de tempo
que podem vir a existir caso A > 0, pois t; — o instante de tempo em que ocorre o
primeiro cruzamento — sera calculado utilizando o “~”7, enquanto que t, — o instante
de tempo em que ocorre segundo cruzamento — serd calculado utilizando o “4”, posto
que de fato hajam dois cruzamentos.

Caso A = 0, o termo dentro da raiz ird para zero e por isso o + desaparece — o
equivalente a existir um tnico tempo em que 0s carros se cruzam.

Ainda, caso A < 0, o termo dentro da raiz sera um nimero negativo, que nao pertence
ao dominio da fungao real f(z) =/ = nao ha cruzamento.
(b) No caso em que o ntimero de cruzamentos é maximo, foi visto no item (a) que esse

nimero deve ser exatamente igual a 2.

Por essa razao, como é desejada a distancia percorrida por cada um dos carros entre
to e o instante do ultimo cruzamento, o que serd feito é usar a interpretacao grafica de




que a area abaixo de um grafico v xt é o deslocamento entre os dois instantes de tempo.

Contudo, ¢é indispensavel reconhecer que os deslocamentos podem ser negativos na ida
ou na volta, o que implica que sera necessario considerar o mddulo dos deslocamentos
entre tg e t; e entre t; e ty, onde t; é o instante de inversao de velocidade, de forma que
o resultado obtido pela soma do mddulo dos deslocamentos serd a distancia percorrida.
Acompanhe:

e Distancia percorrida pelo carro A (dy)

Calcula-se o tempo em que o carro A inverte o sentido da sua velocidade devido
ao sentido contrario da aceleragao:

VA

O0=wv4—autja..tjga = — (34)

aA
A distancia percorrida pelo carro A entre tg e t, é dada pela area abaixo do grafico
v X t para o carro A, considerando o médulo das partes que forem negativas.
Observe o grafico abaixo:

v
A

va | - 4

AST

tra ()

\/
-+

v — aaty

Pode-se concluir do grafico que a distancia total percorrida pelo carro A é

valtia — 1t to —t Va — aal
gy valtia = 1) | (= t1) (04— aat)] )
2 2
Note que essa equacao lida com qualquer subcaso que possa ocorrer, porque é

considerado o médulo no segundo termo.

e Distancia percorrida pelo carro B (dp)

Analogamente ao que foi feito para o carro A, calcula-se o instante de tempo em
que ocorre a inversao do sentido da velocidade do carro B:




v
0=—vg +agtip..t;g = el (36)
ap

Desenhando o gréafico v x t para o carro B, tem-se:

v
A

|

—vp + apiy

t ta
AS, IB

—vp |-

Dessa forma, a distancia percorrida pelo carro B é dada por:

vpltig — t to — t —vp +apgt
dy = B(IB 0)+(2 IB)!( B 32)\

5 5 (37)

Questao 4

Um passarinho audacioso deseja voar até a lua. O passarinho parte do solo com uma ace-
leragao dy = (0, ag,0), em relagdo ao solo. No entanto, exausto, apds ter mantido sua
aceleracao constante até atingir uma altura h em relagao ao solo, ele subitamente adormece
e para de bater suas asas. Ele ird acordar apenas apds um tempo 7 apds ter adormecido,
ainda assim, antes de colidir com o solo. Considere a aceleracao da gravidade g = (0, g,0).

(a) Em qual distancia do chao o passarinho ird acordar apds ter adormecido? Qual condigao
deve ser imposta sobre 7 para que o passarinho acorde antes de bater no chao?

(b) Qual a aceleragao (com médulo minimo) que o passarinho terd de obter para nao colidir
com o chao? Sua resposta deve ser dada em termos de vetores.

Solucgao: A fim de entender melhor o que acontece no problema, fago o seguinte dia-
grama:




______ N P

Adotando o referencial no solo e o sentido positivo como sendo vertical e para cima, o
passarinho se desloca uma altura h em relacao ao solo e subitamente adormece, parando
de bater as suas asas = perde a aceleracao oriunda da sua aerodinamica.

A partir desse momento, o passarinho inicia um movimento retilineo uniformemente
variado com aceleracao —g. Convém prestar atengao as referéncias ao diagrama para
compreender o passo a passo da solucao a seguir.

(a) Durante o tempo de voo de subida o passarinho estava sob uma aceleragao constante
ap para cima, o que significa que quando suas asas param de bater e ele perde a sua
aceleracao, ainda possui uma velocidade vertical para cima ¢’, oriunda da aceleracao
precedente.

Essa velocidade vertical pode ser calculada utilizando a equacao de Torricelli:

0
(v')? :}/54—1— 2aoM}L=> v =+/2a0h (38)

Pode-se, ainda, escrever a equacao da posi¢ao do passarinho em fungao do tempo apos
ele cruzar a altura h:

1 1
y(t) =h+0't — 59752 = h +t\/2a0h — §9t2 (39)

Note que essa equacao vale para qualquer instante de tempo t apds o passarinho cruzar
a altura h. Com efeito, deseja-se encontrar a distancia d que o passarinho se encontra

do chao depois de passado um tempo igual a 7, entao substitui-se ¢ = 7 na equacao.
Confira:




1 1
d:h+U/T—§gTQ :h+7\/2a0h—§g72 (40)

Assim, fica determinada pela equacao acima a distancia d acima do chao em que se
encontra o passarinho no momento em que desperta do seu sono.

E necessario, também, que 7 seja menor do que o tempo que o passarinho levaria para
se deslocar de h a zero contando com a sua subida e descida, afinal, se fosse maior ou
igual a esse tempo, isso significaria que daria tempo do passarinho colidir com o chao.

Para fazer tal comparagao, primeiro precisa-se determinar qual é o instante de tempo
em que o passarinho colidiria com o chao caso nao acordasse. A fim de encontrar
esse resultado, pode-se tomar y(t) = 0 na equagao da posi¢ao em fungao do tempo do
passarinho. Observe:

1+ =
Qo

1 V2ah
0=h+t\/2a0h—§gt2 — t. = o <1+ g)
g

Onde t. é a raiz positiva da equacao do segundo grau em t encontrada, isto é, o instante
em que o passarinho supostamente colidiria com o chao. Para que isso nao aconteca,
deve-se impor que T < t,, isto é

T <

\/2a0h <1 +

p 1+ i) (41)

Qo
(b) Pode-se utilizar o dltimo resultado do item (a) para escrever:

2a0h 2
2 < ag (1+ 1—|—i>
g Qo

Pois tanto o lado direito quanto o lado esquerdo sao estritamente positivos (via imagem

da fungao f(z) = x).

Isolando o ag, tem-se:

2

1 gT
— (42)
g
1+,/1+ =
ao
Dessa forma, tomando-se como o caso limite em que o passaro estd na iminéncia de
colidir com o solo, 0 ag minimo que o faz conseguir algar voo antes que efetivamente




se choque com o chao é tal que a inequacao acima se torna exatamente uma equacao,
ou seja

2

iy e 4

Questao 5

Um estudante vé um balao d’agua cair verticalmente pela janela de sua moradia. Tentando
descobrir quem pode ter jogado o balao, ele estima que o balao levou 0.15 s do topo a base
da sua janela, que tem 2 m de altura. Assumindo que o balao foi solto em repouso, quantos
metros acima de sua janela estda a pessoa que soltou o balao?

Solugao: Para ilustrar o problema, faco o seguinte desenho:

! h[)

Neste desenvolvimento, serd considerado um referencial externo ao balao e em repouso
em relacao ao estudante. Além disso, o sentido positivo como vertical para baixo.

Sabe-se que o balao demora um intervalo de tempo At = 0.15 s para percorrer a distancia
entre o topo da janela e a base da janela, isto é, 2 m.

No momento em que o balao se encontra no topo da janela, ele possui uma certa veloci-
dade 440, oriunda da aceleracao da gravidade que atua no mesmo desde o seu ponto de
partida, a uma altura hy do topo da janela.




Como se trata de um movimento acelerado com aceleracio g = +9,81 m/s?, valem as
relagoes:

v? = v] + 29Ay (44)

1
Ay = v,At + Eg(At)2 (45)
O método empregado para a solucao da questao sera o seguinte:

1. Tomar como referéncia um movimento que inicia do topo da janela e vai até a sua
base e calcular a velocidade inicial do balao para esse movimento, utilizando a eq.
(45).

2. Tomar como referéncia um movimento que comeca na posicao do balao antes
de iniciar a queda livre e termina quando ele atinge o topo da janela, e calcular
ho = Ay na eq. (44).

Confira:

1. Na eq. (45), toma-se o deslocamento vertical entre o topo e a base da janela
Ay = 2 m, o intervalo de tempo At = 0, 15 s para o balao percorrer essa distancia,
e também a velocidade inicial = vygp,.

1
2 =0, 1500 + 5(9, 81)(0.15)% <= vy~ 12,6 m/s. (46)

2. Na eq. (44), toma-se o deslocamento vertical Ay = hg entre o inicio da queda
livre e o topo da janela, vy = 0 pois o balao parte do repouso e v = v, que
é a velocidade calculada na eq. (46) para o momento em que o balao de fato se
encontra no topo da janela. Dessa forma, tem-se:

Viopo _ 12,6°

ovo)? = 2ghg <= hy = =
(Utp) gho 0 29 2-9.81

~ 8,1 m. (47)

Portanto, a pessoa que soltou o balao esta a uma distancia de hg &~ 8,1 m acima da
janela do estudante.




Questao 6

A velocidade em fungao do tempo para uma particula movendo-se em uma dimensao estéa
ilustrada na figura 1.

v (m/s)

0A B 4 8 C 1
t(s)

Figura 1

(a) Qual a aceleragao média nos intervalos AB, BC, CD e DE?
(b) Quao longe estéd a particula da sua distancia inicial ap6s 16 s?

(c) Esboce a posigao da particula em fungao do tempo.

Solugao:
(a) Seja aap,apc,acp € apg a aceleragao média nos intervalos AB, BC, CD e DE, res-
_ -, ) Av
pectivamente. Cada uma dessas aceleragoes é encontrada através de a = At
Avaliando o grafico, pode-se notar que:
v — VA 2
e vy =0m/s, vg =8m/s, t4 =0s, tB:2s:aAB:ﬁ:4m/s :
B —la
Vo — UB 2
e vg=8m/s, v =8m/s, tg =2 s, tc=105———>a30=ﬁ=0m/8 :
c— 1B
vp — v
e vc=8m/s, vp=4m/s, tc =10s, tp =12 s => acp = H:—2m/52;
p —lc
Vg —Up 2
e uvp=4m/s, vg=4m/s, tp =12 s, tE:16s:>aDE:t—t:Om/s :
E—tp
(b) O deslocamento realizado pela particula apés um determinado intervalo de tempo
At é numericamente igual a area abaixo do grafico v x t, entre o respectivo intervalo
de tempo At.




Dessa forma, sabendo que o deslocamento desejado se dé sob o intervalo de tempo de
16 s e que a area total S abaixo do grafico v X t entre esses 16 s pode ser encontrada
através da soma de areas menores Sap + Sgc + Scp + Spg, respectivamente entre os
intervalos de tempo (At)ap = (tg—ta), (At)pc =tc—tp, (At)cp =tp—to, (At)pr =
tp — tp, tem-se:

S =Sap+ Spc+ Sep + Spe (48)

tal que uma analise grafica da Figura 1 permite concluir que

e Sup ¢ a édrea de um triangulo de base b = 2 s e altura h = 8 m/s, isto é:

b-h

SAB:TZS’ITZ (49)

e Spc é a drea de um retangulo de base b = 8 s e altura h = 8 m/s, isto é:

SBc:b'h:64m (50)

e Scp é a drea de um trapézio de base maior B = 8 m/s, base menor b =4 m/s e
altura h = 2 s, isto é:

(B+Db)h

5 =12m (51)

Sep =

e Spr é a drea de um retangulo de base b =4 s e altura h = 4 m/s, isto é:

Assim, utilizando na eq. (48) os resultados das egs. (49-52), obtemos:

S=8m+64m+12m+ 16 m = 100 m (53)
Portanto, apds 16 s a particula estd a uma distancia de 100 m da sua posigao inicial.

(¢) O gréfico v x t exibe um comportamento tal qual é possivel afirmar, com o auxilio
dos resultados do item (a), que

e entret =0 set=2s o0 movimento da particula é um MRUV com a > 0 = x xt
¢ uma parabola de concavidade positiva nesse intervalo;

e entret =2 set =10 s o movimento da particula ¢ um MRU com v > 0 = x x
¢ uma reta crescente nesse intervalo;

eentret = 10set = 12 s o movimento da particula é um MRUV com a < 0
— x X t é uma parabola de concavidade negativa nesse intervalo;




e entret = 12 set = 16 s o movimento da particula ¢ um MRU com v > 0 = x xt
¢ uma reta crescente nesse intervalo;

Dessa forma, é possivel esbocar um gréafico x x t que goza das propriedades acima.
Confira:

x(m)
A

0 2 4 6 8 10 12 14 16 ~ 1(s)

Obs.: além de gozar das propriedades mencionadas, note que nos trechos em que a
particula possui velocidade constante (entre t = 2set = 8s eentre t = 10set =
12 s), as retas crescentes no grafico x x t possui inclinagoes diferentes, ja que estas, por
sua vez, representam a intensidade da velocidade no intervalo de tempo mencionado e
esses trechos possuem velocidades diferentes, segundo o grafico fornecido pela Figura
1.

Questao 7

Uma particula comeca a se mover ao longo de uma linha reta da posicao de repouso no
instante ¢ = 0, como descrito em figura 2. Determine:

(a) a velocidade no instante t =4 set =8 s
(b) distancia percorrida nos primeiros 8 segundos.

(c) Esboce o grafico da velocidade e da posigao em fungao do tempo.



a (m/s%)

1.0

T i(s)

o
s
o=
=:]

-1.0 -

S0 -

Figura 2

Solucao:

(a) Pode-se usar como recurso o grafico a x ¢t da Figura 2. Com efeito, a drea abaixo
do grafico é numericamente igual a Awv, resultado que é demonstrado notando-se que a
area abaixo do grafico ¢ numericamente igual a integral da aceleracao com relagao ao
tempo, que por sua vez ¢ igual a variagao da velocidade.

Note, ainda, que a area total abaixo do gréafico entre t = 0 s e t = 8 s pode ser calculada
através da soma de dreas menores, isto é, Sps = Soa + Sa6 + 68, onde Sy, 4, denota
a area abaixo do grafico entre os instantes de tempo t; e t. Analisando o gréfico, é
possivel concluir que

e Sp4 ¢ a drea de um retangulo de base b =4 s e altura h = 2,0 m/s?;
= Sou=b-h=4s-2m/s> =8m/s = Avgy=8m/s (54)

e Si6 =0 uma vez que a = 0 entre os instantes t =4 set =06 s;

— S476 =0 = AU476 =0 m/s (55)
e Sgs 6 a drea de um retangulo de base b = 2 s e altura h = —3 m/s?
— Sgg=b-h=2s5-(=3)m/s*=—6m/s = Avgg=—6m/s (56)

onde Avy, 4, denota a variacao de velocidade entre os instantes de tempo t; e t,.

Dessa forma, utilizando os resultados das eqs. (54-56) é possivel afirmar que, como o
movel partiu do repouso e as unicas variagoes de velocidade se deram na eq. (54) e na
eq. (56), a velocidade do mével em t =4 s e t = 8 s sao dadas por

vy = Avgg =8m/s (57)

Vg = AU()A + AU476 + AU678 =2 m/s (58)




(b) E possivel retirar do gréafico a informacao de que, tratando os primeiros 8 segundos
como um todo, a posicao da particula em fungao do tempo possui um grafico relativa-
mente incomum, entretanto pode-se simplificar a andlise do movimento olhando para
intervalos de tempo especificos onde a aceleracao da particula é constante.

Com efeito, os intervalos de tempo desejados sao praticamente os mesmos intervalos de
tempo que foram analisados no item (a), isto é, (Atg4), (Atsg) e (Atgg), onde denota-
se Aty 4, como o intervalo de tempo to — ¢;.

Utiliza-se como recurso, durante os trechos com aceleracao constante, a equacao de
Torricelli, isto é
2 .2
v® =5 + 2aAs (59)
Ainda, é 1til a equacao horaria do espago durante os trechos com velocidade constante
(aceleracao nula), ou seja
Ax = vAt (60)

E a distancia percorrida desejada serd a soma do |As| de cada um dos intervalos de
tempo tomados como referéncia. Ademais, retira-se do gréafico e dos calculos efetuados
no item (a) as seguintes informagoes:

o Para Atg4
vo = 0m/s, vy = vy + Avgy = 8m/s, aps = 2,0 m/s>
e Para Atyg
0
vy =8m/s, v = vy + X036 =8m/s, ass=0m/s
o Para Atgg

v = 8m/s, vg = vg + Avgg = 2m/s, agg = —3 m/s’

onde v; denota a velocidade no tempo t e a,, 1, denota a aceleragao durante o intervalo
de tempo ty — 5.

Assim, a distancia percorrida durante os primeiros 8 segundos (dog) ¢ dada por

dgyg = |A8074| + |AS476| + |A86,8| (61)
2 _ .2 02 — 2
— do}g = 0 + ‘U4At476| + 8 6
o4 HA —_ 2a6,8
54,6

A8074 ASG,S




22 — §?
2-(=3)

82_02
= dos =155

)

+18-(6—4)| +

d(]’g =42 m. (62)

(c) Para esbogar os graficos corretamente é necessario levar em consideragao as seguintes
interpretagoes:

e Sempre que a aceleracao for maior que zero, a velocidade serd representada como
uma reta crescente e a posicao como uma parabola de concavidade positiva;

e Sempre que a aceleracao for igual a zero, a velocidade sera representada como
uma reta horizontal e a posicao como uma reta crescente ou decrescente, o que
vai depender se a velocidade é maior ou menor do que zero, respectivamente;

e Sempre que a aceleracao for menor que zero, a velocidade sera representada como
uma reta decrescente e a posi¢ao como uma parabola de concavidade negativa.

Com isso em mente, produz-se os esbocgos para a velocidade e para a posicao entre
t =0set=10s se encontram, respectivamente, nas duas figuras a seguir:

fObs.: foi assumido que para t > 8 s a aceleracio é nula, apenas para completar o
grafico fornecido na figura 2. Se a professora desejar, pode olhar apenas para o gréafico
entre os instantes t =0 s et =8 s.

v(m/s)
A

o - - - - - -
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Com efeito, observe que a inclinacao da reta no grafico x x tentret =4set=6se
entret =8 s et = 10 s é diferente — a inclinagao da primeira é maior que a inclinacao
da segunda, afinal, a velocidade entre t =4 s e t = 6 s é maior que a velocidade entre
t=8set=10s.

Questao 8

Com intuito de treinarmos alguns conceitos basicos sobre operagoes vetoriais vamos trabalhar
em alguns problemas fisicos que necessitam diretamente destes conceitos.

(a) Considere uma pessoa caminhando com uma velocidade 7, = (1,v,,0) m/s e um ca-
chorro com uma velocidade U, = (2,3,0) m/s em relacdo ao mesmo referencial. Quais sao
os possiveis valores de v, para que a pessoa esteja com uma velocidade relativa de médulo
5m/s em relagao ao cao. (Isso seria possivel para uma pessoa?)

(b) Considere um péssaro azul viajando com uma velocidade v, = (1,2,3) e uma péssaro
verde com uma velocidade 9, = (3,4,5). Um péssaro preto viaja com uma velocidade de
modulo 2 m/s perpendicularmente aos outros dois. Qual o vetor velocidade do péssaro
preto?

(c¢) Qual angulo a trajetéria do passaro azul faz com a do péassaro verde? E a do péssaro
verde com a do preto?

Solucao:

a) A velocidade relativa da pessoa em rela¢ao ao cao é dada por v, — v, = (1,v,,0) —
G P Y
(2,3,0) = (—1,v, — 3,0). A condicao imposta é que o médulo desse vetor seja igual a
5m/s, isto é:

(—1)?+ (v, —3)°+0? = 5% <= v, =3+V24m/s~ 28,4 km/hou —6,8 km/h (63)




E razodvel pensar que uma pessoa comum consegue correr com uma velocidade de

6,8 km/h em uma determinada diregao. Entretanto, para uma velocidade de 28,4 km/h,
é coerente cogitar que a pessoa teria que estar minimamente em forma e acostumada

a correr, posto que o homem mais rapido do mundo, Usain Bolt, teve como record

atingir uma velocidade de 44,72 km/h.

(b) Se o péssaro preto viaja com uma velocidade perpendicular aos outros dois passaros,
é obrigatério que o produto escalar entre a velocidade do passaro preto e a velocidade
de cada um dos outros dois passaros seja nulo, afinal, o cosseno do angulo entre eles
(90° — perpendicular) é zero.

Além disso, é fornecido pelo enunciado que o moédulo da velocidade do péssaro preto
deve ser igual a 2 m/s. Dessa forma, pode-se escrever trés equagoes para trés incgnitas:

Uy = (Vpar, Upy, Vpz) t.. (pr)2 + (Upy)2 + (UpZ)2 =2 (64)
Tp - Uy = (Upg + 20y +30,) =0 (65)
Ty - Uy = (30pg + 4py + 5vp,) =0 (66)

Resolvendo o sistema de equagoes pelo método da substituicao, encontra-se dois veto-
res, ambos perpendiculares aos dois passaros, que possuem mdédulo igual a 2 m/s (o que
era de se esperar, pois existem dois sentidos para uma mesma direcao perpendicular
aos dois vetores). Escolhendo um dos dois, tem-se:

(c) Como nao ha mengao a aceleragoes, pode-se admitir que o vetor velocidade dos
passaros € constante, e portanto suas trajetérias sao retilineas. Dessa forma, o angulo
que as trajetérias fazem uma com a outra é o mesmo angulo que os vetores velocidade
fazem um com o outro. Assim, pode-se concluir que o angulo que a trajetoria do

passaro verde faz com a trajetéria do passaro preto é de 5 rad.

Para calcular o angulo que a trajetoria do passaro azul faz com a do passaro verde,
pode-se avaliar o produto escalar entre eles e isolar o termo cos (#). Confira:

Ty Ty = (1,2,3) - (3,4,5) = 3+ 8+ 15 = 26, 0, - ¥, = |0,|7,| cos (6)

26

c.cos (0) = m

— 0~ 10,67 (68)




Questao 9

(a) A posicao de uma particula em funcao do tempo, viajando pelo espago, é dada por:

x(t) = A+ Bt®

onde A e B sao constantes. Quais sao as dimensoes de A e de B? Calcule a velocidade e
a aceleracao correspondentes.

(b) Uma particula é sujeita a uma aceleracao

a(t) = at

onde a é uma constante. Qual a dimensao de a? Encontre a velocidade e a posicao em
funcao do tempo. Calcule o espaco percorrido entre o instante inicial tg = 0 e t = 1s.
Deixe sua resposta em termos da posicao e velocidade inicial da particula.

Solucao:

(a) Para a equacado estar dimensionalmente coerente, a unidade presente do lado es-
querdo deve ser igual a unidade presente no lado direito. Como, do lado direito, esta
sendo realizada uma soma, e sé é possivel somar grandezas de mesma unidade, segue
que tanto [A] quanto [Bt%] possuem a mesma unidade de [z(t)] = L, que é a unidade
de comprimento. Equacionando, tem-se:

[2(t)] = [A] = [Bt°] = L (69)

Segue da eq. (37) que
A =L (70)
(Bt = [B]-[t]°=[B]-T°*=L .. [B]=L-T" (71)

como x(t) = A + Bt5 a velocidade v e aceleracido a da particula sao dadas por

0

A) + i(Bﬁ) = 6Bt° (72)

d d d
t dt

v = &(x(t)) =3 (A+Bt6) =

d? d d e .
a= @(x(t)) = E(u(lt)) = E(6Bt ) = 30Bt (73)




(b) Mais uma vez, para a equacao estar dimensionalmente coerente, é necessario que a
unidade do lado direito da seja a mesma unidade do lado esquerdo da equacao, isto é

L-T72
Tl

a(t)) = LT = [ot] = o] - [] = 0] - T* = [0] =

la]l=M-T73 (74)

Para encontrar a velocidade v(t) basta integrar a(t) uma vez em relagdo ao tempo, e
para encontrar a posi¢ao x(t) basta integrar a velocidade uma vez em relagao ao tempo.
Confira a seguir:

a(t):%:>dv:a(t)dt:>/dv:/a(t)dt:/(at)dt:a/tdt
1

u(t) = 5(1752 +C

Para determinar a constante de integracao ' basta considerar ¢ = 0 e perceber que

v(0) = vy = C, uma vez que em v(0) o termo 50052 = 0. Assim,

1
v(t) = vy + §at2 (75)
Nesse momento, pode-se encontrar z(t) através de

v(t):i—j:dm:v(t)dt — /dx:/v(t)dt:/(vwr%at?) dt

1
— /dx:/vodt+%/t2dt — ac(t):vot+gozt3+02

Determina-se Cy considerando o instante t = 0 e notando que z(0) = zy = C5, uma

1
vez que em x(0) os termos vt =0 e gozt?’ = 0. Portanto,

1
z(t) = zo + vot + 604753 (76)

Por fim, o espago percorrido (D) entre t =0 s et =15 ¢é dado por

D=xz(1)—2(0) = vy + éoz (77)
TObs.: nesse resultado eu assumo que o deslocamento da particula é igual ao seu
espaco percorrido, isto é, que a velocidade nao muda o seu sentido durante o intervalo
de tempo mencionado. Nao hd como determinar o espago percorrido sem assumir isso
por causa da arbitrariedade dos valores de «, vy e xy e sendo z(t) uma cubica.




Questao 10

Dados os vetores

e Vi = —lux + 3uy + 4u,
e V, =3uy — 2uy, — 8u,
o V3 =4uy + 4uy +4u,
onde uy, uy, u, sao os versores relacionados aos trés eixos cartesianos ortogonais.

(a) Calcular explicitamente Vi x (Vo x V3) e (V1 x V) x V3 e comparar os resultados.
(b) V1:(Va x V3)e (Vi x Vy): V3 e comparar os resultados.

Solucao: O produto vetorial Vi x V entre dois vetores Vi = Vizu, + Viyuy +Visu, e
Vg = Voyux + Voyuy + Vo, u, € definido como o determinante a seguir:

Uy uy U,
Vl X V2 = ‘/iw ‘/1y ‘/1z (78)
Var Vo, Vo,

Sabendo disso, para calcular Vi x (Vg x V3) basta que primeiro se calcule Vo x V3 e
depois se calcule o produto vetorial do vetor V; com o vetor Vo x V3. O célculo efe-
tuado para (Vi x Vy) x V3 é andlogo ao efetuado para Vi x (Vg x V3), mudando-se
apenas a ordem com que as operacoes de produto vetorial sao efetuadas.

Além disso, o produto escalar Vi - V, é definido como o somatério a seguir:

Vl : V2 - Vle‘/Qx + VvlyVYQy + ‘/IZVYQZ (79)

Logo, para calcular Vi - (Vg X V3) basta que primeiro se calcule Vg x V3 e depois se
calcule o produto escalar entre o vetor V1 e o vetor V4 x V3. O célculo efetuado para
(V1 x V3) - V3 é andlogo ao efetuado para Vy - (Vg x V3).

(a) Conforme a explicacdo dada acima, calcula-se primeiro Vo x Vj:

ux u, u,
V, x V3 =3 -2 =8
4 4 4

= (—=2)(4)ux + (=8)(4)uy + (3)(4uy — (=2)(4)u, — (—=8)(4)ux — (3)(4)uy
= 24u, — 44uy + 20u,




. Vo X Vg = 24uy, — 44uy + 20u, (80)

Agora, fazendo V1 x (Va3 x V3), tem-se:

ux u, u,
V1X(V2XV3): -1 3 4
24 —44 20

= (3)(20)ux + (4)(24)uy + (—1)(—44)u, — (3)(24)u, — (4)(—44)ux — (20)(—1)u,
= 236u, + 116u, — 28,

5. Vi x (Vg x Vg) = 236u, + 116uy — 28u, (81)

Por outro lado, para determinar qual vetor resulta de (V1 x V3) x V3, primeiro faz-se
Vi1 x Va. Confira:

Ux Uy U,
Vl X Vz =|-1 3 4
3 -2 -8

= (3)(=8)ux + (4)(3)uy + (=1)(=2)u, — (3)(3)u, — (4)(—2)ux — (=8)(-1)uy
= —16uy + 4uy, — Tu,

V1 X V2 = —16ux -+ 4uy — 7uz (82)

Em seguida, calcula-se (V1 x Va) x Vj:

Uy Uy, U,
(V]_ X V2> X V3 =|-16 4 -7
4 4 4

= @) @ux + (=7)(4)uy + (—=16)(4)u, — (4)(4)u, — (=7)(4)ux — (4)(~16)uy
= 44uy + 36uy, — 80u,

5 V1 x (Vy x V3) = 4du, + 36u, — 80u, (83)

Com efeito, percebe-se que Vi X (Va3 x V3) # (V1 x V) x V3, ou seja, o produto
vetorial nem sempre € associativo.




(b) Aproveitando o resultado da eq. (80), tem-se que Vg X Vg = 24uy — 44uy, + 20u,.
Assim,

Vi (Ve x V3) = (—1lux + 3uy + 4u,) - (24ux — 44uy, + 20u,)
= ((=1)(24) + (3)(—44) + (4)(20)) = —76.

5.V (VaxV3)=-76 (84)
Ademais, aproveitando o resultado da eq. (82), tem-se que Vi X Vy = —16uy +4u, —

Tu,. Logo,

(Vi x Va) - V3 = (—16ux + 4uy — Tu,) - (4ux + 4uy + 4u,)
= ((—16)(4) + (4)(4) + (=7)(4)) = —T76.

(V1 x Va)- Vg = —T6 (85)

Pode-se perceber que os resultados das egs. (84) e (85) sdo exatamente o mesmo.
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Questao 1

Uma crianga esta brincando com um drone que possui um sistema que registra sua posicao,
em metros, relativa ao ponto em que foi ligado a cada 0.5 s. Com base nisso, responda as
seguintes questoes:

(a) Quantos pontos, no minimo, da posigao do drone sdo necessérios para estimar sua
velocidade média? E sua aceleracao média?

b) A posicao registrada pelo drone em 3 pontos consecutivos foram 75 = (3,5,2), 11 =
G g

(5,6,4) e 75 = (6,8,6). Determine a velocidade média do drone em cada um desses

intervalos e também no intervalo total.

(¢) Na realidade o movimento realizada pelo drone nesse intervalo foi um movimento ace-
lerado. Determine a aceleragao média dele nesse intervalo (vetorial e em mdédulo).

(d) Se ao invés da posi¢ao em cada instante, o drone registrasse o médulo da sua velocidade
média em cada intervalo, qual seria a aceleracao média obtida a partir dos médulos da
velocidade média em cada intervalo desses citados no item b?

Solucgao:

(a) Sabe-se que o sistema registra a posi¢cao do drone relativa ao ponto em que foi li-
gado a cada 0.5 s. Com base nisso, ja que o drone foi ligado, pode-se assumir que sua
velocidade inicial era nula, isto é, vy = (0,0, 0).

As  sp—35) Sf—50 ,
= 0= , onde consideramos

At t_%d

Pela definicao de velocidade média, v, =

o tempo inicial o = 0 s.

Percebe-se pela defini¢ao de velocidade média que precisa-se de dois pontos (um ini-
cial e um final) para poder calcular a mesma. Por exemplo, poderia-se usar a posi¢ao
inicial do drone e uma outra posicao registrada 0.5 s apds o inicio do movimento.

) I o Av . .
Ja a aceleragao média, por definicao é a,, = —, o que significa que precisamos da ve-

At

locidade em dois instantes de tempo distintos. Como a velocidade em t = 0 (relativo ao
ponto inicial) é igual a (0,0, 0) entao basta encontrarmos mais um ponto, porque assim
podemos calcular a velocidade média relativa a esse ponto, e dessa forma a aceleracao
fica determinada pois temos as duas velocidades necessarias e também o intervalo de
tempo.

E imprescindivel notar que isso é uma aproximacao possivel mediante o pequeno in-
tervalo de tempo At = 0.5 s em questao. Isso porque a aceleragdo média é definida
em funcao das velocidades instantaneas entre dois pontos, e nao médias. Para resolver




essa questao, € necessario aproximar a velocidade instantanea como sendo a média.

Além disso, pode-se argumentar que na verdade seriam necessarios trés pontos para
calcular a aceleracao média em um contexto em que nao consideramos o ponto de par-
tida do drone. Isso realmente é coerente, porque se esse nao for o caso entao precisamos
calcular duas velocidades médias em registros consecutivos, por exemplo, o que deman-
daria trés posicoes distintas. Entretanto, como a questao pergunta “quantos pontos,
no minimo” , admitirei que serao dois pontos para calcular a aceleracao média, sendo
um deles o ponto de partida do drone, cuja velocidade inicial é considerada nula.

(b) Seja ¥; ; a velocidade média entre pontos i e j. Calcula-se as velocidades médias
desejadas a seguir:

7:)1 - 7/_"0 (57 67 4) — (37 57 2) (27 17 2)

=05 0.5 0.5 (4,2,4)
BT (6,8,6)— (5,6,4) (1,2,2)
Y2770 0.5 0.5 (2.4,4)
 B—7 (6,86)—(3,52) (33,4
e o OR0-052)_ G304,

Onde todas as unidades estao no S.I. Note que para o célculo de v ; utilizou-se como
intervalo de tempo 0,5 s, porque o ponto zero e o ponto um sao consecutivos, e o drone
registra a posicao a cada 0,5 s. J& quando foi desenvolvido o calculo para i o utilizou-
se como intervalo de tempo 1 s, uma vez que entre o ponto zero e o ponto dois foram
tomadas duas medicoes consecutivas do drone, isto é, 0,5+ 0,5 =1 s.

(c) O intervalo total de tempo entre o ponto zero e o ponto dois é de At = 1s. Além
disso, é necessario assumir que 7 é o vetor posicao inicial do drone no seu ponto de
partida, e assim a velocidade inicial é nula, como argumentado no item anterior. Sem
assumir isso, é impossivel determinar a aceleracao somente com as informacoes dadas,
porque nao se saberia a velocidade inicial em 7j.

Assim, a aceleracao média é determinada através de:

1
A7 = §d'mAt2

Que ¢é a equacao horaria do espago com velocidade inicial nula. Isolando a aceleracao,
tem-se:

| 2AF
AR

—

am

=2-((6,8,6) — (3,5,2)) = (6,6,8) = |G| = V136 m/s>




onde utilizou-se que a raiz quadrada da soma dos quadrados das componentes é igual
ao modulo do vetor.

(d) Nesse contexto, assume-se que ¥y = (3,5,2), ¥1 = (5,6,4) e Vo = (6,8,6), o que
implica que |t| = V/38, |01 = V7T e |Uy| = v/136. Mais uma vez, o intervalo de tempo
entre dois pontos consecutivos (0 e 1 ou 1 e 2) é de 0,5s e entre 0 e 2 é de 0,5 + 0,5
= 1 s. Dito isso, calcula-se as aceleragoes médias em cada um dos intervalos:

V77— V/38

|Go,1| = 0.5 ~ 5m/s’
N V 13 - \/77 2
|di o] = —————— =~ 6m/s
’ 0,5
V136 — /38
|G 2| = — 1-10' m/s?

onde usou-se para a; ; a mesma convencao utilizada anteriormente para v; ;, isto é, que
i e j fazem referéncia aos pontos. As aproximacoes realizadas foram feitas de forma a
manter apenas um algarismo significativo, pois o intervalo de tempo no denominador
s6 possui um significativo.

Questao 2

O experimento descrito neste problema foi realizado por Estermann, Simpson e Stern para
testar a predicao tedrica da distribuicao de velocidades de atomos a uma dada tempera-
tura, que mostrou uma boa concordancia com a distribuicao de velocidades de Maxwell-
Boltzmann.

Nesse experimento, atomos sao evaporados para fora de um forno dentro de um sistema em
vacuo. Uma vez que os dtomos sao ejetados do forno em varias diregoes, duas fendas (F e
C) sao utilizadas para colimar o feixe de dtomos. As fendas estao no mesmo nivel horizontal
e separadas a uma distancia L. O feixe de atomos ¢é detectado por um detector D que mede
a intensidade do feixe e que esta a uma distancia L. da segunda fenda.




(a) Ap6s uma escolha bem esclarecida de referencial, determine a distancia s abaixo do
nivel das fendas onde os atomos atingem o detector. Considere que os dtomos sao ejetados
do forno com uma componente horizontal v, da velocidade e que a tinica for¢a atuando é
a da gravidade, como indicado pelo vetor g.

(b) O detector pode ser movido ao longo da diregao vertical, de forma que pode-se obter a
intensidade do feixe que atinge o detector em funcao da deflexao s. Com isso, é possivel
obter uma curva de distribuicao de velocidades, a chamada distribuicao de velocidades
de Maxwell-Boltzmann. Em uma dada temperatura de 450 K, para um feixe de atomos
de Césio a intensidade méaxima ocorre com uma deflexao s = 0.11 mm e para um feixe
de Potéssio a intensidade maxima ocorre em s = 0.05 mm. Calcule a razao entre as
componentes horizontais das velocidades dos atomos de Césio e de Potassio. Qual dos dois
elementos possuem, com maior probabilidade, atomos ejetados com velocidades maiores?

(c) Calcule o vetor velocidade dos dtomos ao atingir o detector em fungao da velocidade
horizontal v,, do comprimento L e da aceleragao gravitacional.

Solugao:
(a) Sera adotado como referencial um observador cuja origem do sistema de coorde-
nadas coincida com o orificio da fenda F. Afirma-se que os atomos sao ejetados do
forno com uma componente horizontal v,, e também sabe-se que as fendas servem
para colimar o feixe. Admite-se um angulo # de lancamento, e define-se a velocidade
inicial como sendo vy.

Ademais, pode-se decompor o movimento em duas componentes, uma sem aceleragao
e outra com a presenca da aceleracao da gravidade:

x = vy cos (0)t (1)

y = v,sin (0) — %th (2)

Onde na eq. (1) considerou-se a posi¢ao inicial em z como zero, e na eq. (2)
considerou-se a posicao inicial em y como sendo zero, o que é uma consequéncia
do referencial adotado e das condigoes iniciais do problema.

Isolando o tempo na eq. (1), tem-se:

e (3)

Ainda, substituindo na eq. (2) a expressao para o tempo encontrada na eq. (3),
encontra-se:

2

qr




Da figura, sabe-se que y = 0 quando x = 0 ou = L. Com isso, considerando z = L,
encontra-se o angulo de langamento em func¢ao das variaveis do problema. Confira:

L
0 = arctan (%) (5)

Além disso, utiliza-se a eq. (4) para x = 2L, que é a distancia horizontal entre a
primeira fenda e o detector, e encontra-se y = s. Observe:

s ==t (6)

(b) Sabendo que s é inversamente proporcional a v?, para mesmos g e L vale a pro-
porgao:

2
S 11 vy 11
= = S Up = Upe A\ T T Ung > Usg, (7)
SK 5 g, 5

Onde C's é o indice que faz referéncia ao atomo de Césio e K serve para o mesmo em
relacao ao Potassio. Portanto, da equacao acima, verifica-se que o atomo de Potéssio
possui maior probabilidade de ter atomos ejetados com velocidade maior.

(c¢) O vetor velocidade total serd a soma vetorial do vetor velocidade horizontal v,
com o vetor velocidade vertical v,. Porém, v, é constante para todo o tempo. J&
v, = vpsin (0) — gt, ird variar com o tempo por causa da aceleracdo da gravidade.
Escrevendo a velocidade de forma vetorial, sabendo que wvgsin () = v, tan () e
x
também que t = —, tem-se:
v

xT

v =1+ (vztan (6) — @) J (8)

Vg

Entretanto, deseja-se saber o vetor velocidade para quando o d&tomo atinge o detec-
tor, entao, ainda utilizando o referencial adotado no inicio, e também o valor de 6
calculado anteriormente, x = 2L para esse contexto. Logo,

v = v — (39L)3 (9)

2v,

E o vetor velocidade dos atomos ao atingirem o detector.




Questao 3

Um foguete sendo lancado desprende um de seus motores quando estd entrando na troposfera
terrestre, 35 km acima da superficie. Neste momento o foguete possui uma velocidade de 8
km/s formando um angulo de 60° com relagao a superficie.

(a) Considere que o foguete mantém essa mesma velocidade desde o seu lancamento, quando
deixou a superficie. A que distancia da base de lancamento, localizada na superficie ter-
restre, motor desprendido atinge o solo?

(b) Com qual velocidade o motor desprendido atinge o solo?

(c) Se continuar com uma velocidade constante, onde estard o foguete quando o motor
desprendido atinge o solo?

Solugao:

(a) Como nao hé aceleragao no eixo horizontal, a velocidade horizontal inicial serd cons-
tante durante todo o movimento. Portanto, para descobrir a que distancia da base de
lancamento cai o motor que foi desprendido, basta que seja calculado o tempo total
de voo do motor e multiplique esse tempo pela velocidade horizontal do motor. Para
tanto, divide-se 0 movimento em 2 etapas:

1. Subida

Nesse trajeto, a velocidade do foguete é constante, segundo o enunciado. Logo, a
velocidade vertical do motor serd constante também durante todo esse percurso
de subida, ja que este esta acoplado ao foguete. Reconhecendo que a velocidade
vertical é o produto da velocidade total pelo seno do angulo de inclinacao da
mesma em relacao a horizontal, tem-se:

3
vy, = vpsin () = 8- g = 4v/3 km/s
Com isso, o tempo de subida ¢ igual a razao entre a distancia percorrida vertical-

mente e a velocidade de subida, calculada acima. Confira:

35
ts = ~5,0s

— m ~
2. Descida

J& durante a descida, analisando o movimento do motor isoladamente, percebe-se
que ele possui velocidade vertical inicial idéntica a do foguete antes do despren-
dimento, isto é, 4v/3 km/s. Porém, como ele ndo pertence mais ao conjunto
do foguete, sera desacelerado pela gravidade, e a trajetéria do mesmo serd uma
parabola caracteristica de lancamento obliquo.




Dessa forma, trata-se o movimento do motor como sendo um lancamento obliquo
de angulo 60° com a horizontal, velocidade total inicial igual a 8 km/s, cujas com-
ponentes na vertical e horizontal valem, respectivamente, 4v/3 km/s e 4 km/s.

Para avaliar o momento da queda, consideramos um referencial em que a superficie
terrestre estd em y = 0, a posicao vertical inicial do motor estd em yo = 35 - 103
m e a gravidade é negativa. Assim, segue que

1 1
y:yo+v0yt—§gt2 — 0:35-103+4\/§-103t—§9,8t2

Cuja solugao resulta em dois instantes de tempo — um representa o instante em
que o foguete abandona o solo pela primeira vez, e o segundo representa o instante
de tempo em que ele aterrissa. Com efeito, o instante que deseja-se é o segundo,
isto é, t4 ~ 1419 s.

O tempo total de voo do motor é a soma do tempo de subida com o tempo de descida,
isto é

T=t,+t;=1424 s

Dessa forma, a distancia da base até o ponto em que o motor aterrissa em superficie
terrestre é

D=uvy, -T=4km/s -1424 s ~ 6 - 10° km
(b) Como se sabe, a velocidade horizontal se mantém durante todo o percurso. Entre-

tanto, para determinar a velocidade total do motor, precisa-se também da sua compo-
nente vertical, que pode ser calculada através de

v, =g, — gta = 4V3-10°m — 9,8 m/s* -1419s =~ Tkm/s
Logo, a velocidade com que o motor atinge o solo é
v=Jvi4+ 2= VA3 + TP~ 8km/s

(c) Mantendo a sua velocidade constante, o foguete terd se deslocado um total de v, - T
na horizontal e v, - T' na vertical, isto ¢

Az =4-1424 ~ 6-10% km
Ay =4V3-1424 ~ 1-10* km




Questao 4

Considere que vocé é um pirata e esta encarregado de efetuar disparos com o canhao de seu
navio. Entao voce identifica um navio inimigo se aproximando. Seu comandante ordena dis-
paros de aviso no mastro do navio inimigo. A posicao e velocidade inicial da base do mastro
do navio inimigo em relagao oa uma ilha proxima, chamada “Ilha dos Peixes Grandes” sao
. > T Yy z = x Y .~ .
dadas respectivamente pelos vetores 5; = (s7,s; ,s7) e U; = (v, v, ,0). A posicao e veloci-
dade inicial da boca de canhao, que vocé usara para disparar, em relacao a “Ilha dos Peixes
» o : F — T Y z R T Y
Grandes” sao dadas respectivamente pelos vetores 5. = (s% , st , s7 ) e U, = (v%,v%,0). Con-
siderando que a bala possui uma massa m; e sai da boca do canhao com uma velocidade
de médulo v, (em relagao a prépria boca do canhao). Considere a aceleracao da gravidade

g =(0,0,—g), despreze a resisténcia do ar e responda as questoes:

(a) Determine o vetor que determina a velocidade da base do mastro do navio inimigo em
relacao a boca do canhao que vocé usara para efetuar os disparos.

(b) Determine o vetor que determina a posi¢ao da base do mastro do navio inimigo em
relagao a boca do canhao que vocé usard para efetuar os disparos (em fungao do tempo).

(¢) Determine o vetor na diregdo no qual vocé deve apontar o canhdo no momento do

disparo para atingir a base do mastro inimigo. Suponha que o disparo tenha sido efetuado
. Z ez Y oy Yy _ oy —

no instante 4. Suponha que s; — s, =s; — sy =0ev;, —vY =0.

Solugao:

(a) O vetor velocidade da base do mastro do navio inimigo em relagao a boca do canhao
é exatamente o vetor velocidade relativa entre os mesmos. Ou seja, é o equivalente a
colocar o referencial no canhao e avaliar qual é o vetor velocidade do mastro do navio
inimigo nesse referencial. Por defini¢ao, tem-se

17ci :Ui_ﬁc: (U% —Ufoﬂ}g) _Ugoao) (10)

onde ,; indica a velocidade da base do mastro do navio inimigo em relagao a boca do
canhao.

(b) Analogamente ao item (a), dessa vez precisa-se encontrar a posi¢ao relativa. Por
definicao, escreve-se

Tei =T — Te (11)

Mas, 13 = §; + Uit e 7. = 5. + U.t, entao




— —

onde 7; — v, foi calculado na eq. (10) e (5; — 5.) serd calculado a seguir:

T ) — (T Y 2 (o Y o2 (T T Y Y o oZ
(374 SC) - (S’io7 Si(ﬂ Sio) (SC()? 3007 SCO) - <Si0 8607 Sio SC()? Sio SC()) (13)
Portanto, o vetor que determina a posicao da base do mastro do navio inimigo em
relagdo a boca do canhao que é utilizado para efetuar os disparos (em fungao do tempo)

7

e

x x Y

— Y
10 8007 Sio S

= z _ GR T x Yy _ Yy

Tei = <S co’ Sio SCO) + (Ui() vca’ Ui() UC()’ O)t (14)
2R QY oy y _ vy 3 3

(c) Sabendo que s} —sZ = s, —sY = 0equev, —vY =0, 0movimento relativo da base

do mastro inimigo em relagao a boca do canhao se dara apenas no eixo x, com velo-

cidade relativa v — v, e a distancia que os separa inicialmente ¢ simplesmente s; — s, .

Ja que existe gravidade em z, para que o lancamento do projétil do canhao efetiva-
mente aterrisse na base do mastro inimigo sera necessario fazé-lo em direcao obliqua
ao eixo x, com trajetoria pertencente ao plano zOz no referencial relativo a boca do
canhao discutido no tltimo paragrafo.

O objetivo é que o tempo que leva para o projétil subir e descer vai implicar em um
determinado deslocamento horizontal x; em relacao a boca do canhao, e a intencao é
que a base do mastro inimigo esteja localizada na mesma posicao x;, no instante de
tempo em que o projétil aterrissa em coordenada z = 0.

Dito isso, escreve-se as equagoes do movimento do projétil nos dois eixos

1
z = tup, sinf — §gt2 (15)

x = tvg, cos (16)

onde # é o angulo de inclinacao da boca do canhao em relacao ao eixo x, tal que o
lancamento do projétil seja de tal forma a cair na base do mastro inimigo.

Nesse contexto, pode-se tomar z = 0 e para t # 0 encontra-se o instante de tempo em
que o projétil aterrissa, isto é,

2, sind
9

' (17)

Substituindo esse instante de tempo na equagao para z, tem-se




2 §in 26
A= S;“ (18)

onde A é o alcance horizontal maximo do projétil ao aterrissar efetivamente.
Além disso, a posicao da base do mastro inimigo em relagao a boca do canhao é

Tei, = (85, — 5ey) + (vi, —vg )t = Az + tAv

10 co 10

onde Ar = (s§ — 5% ) e Av = (vf —v%).

20y, sin 6
Em particular, deseja-se que r.;, = A para t = Ob—, isto é
2 :
v, Sin 20 CAwa 20, sin - Aw
g g
. vy, 8in 20 — 2vg, sin 0Av — gAz = 0 (19)

onde 6, o angulo desejado, resolve esta equacao, o que significa que 6 estd completa-
mente determinado.

Questao 5

Considere que voce esta parado em relacao a superficie da terra. Calcule a velocidade linear
que vocé possui devido a rotagao da terra em torno de seu eixo (considere a terra como sendo
uma esfera de raio 6.371 km). E devido a translacao da terra em torno do sol (considere a
orbita de translacdo como sendo um circulo de raio 150 milhoes de km). Em cada um dos
casos calcule a aceleragao centripeta. Compare com a aceleragao da gravidade.

Solugao: A velocidade linear de uma pessoa localizada na superficie terrestre é dada pela
distancia percorrida dividido pelo intervalo de tempo. Pode-se considerar, por exemplo,
a passagem de um dia inteiro (24 horas) e, considerando a Terra como uma esfera, a
distancia percorrida terd sido 27r. Calculando, tem-se

27r  2m(6371-10°)
At 24-3600

v = ~ 463m/s

Além disso, a aceleracao centripeta pode ser dada por

V2 4632
B . 1 —2 2
ST el o010 m/s

Uep =




Ja em relagdo ao movimento da Terra em torno do Sol (que dura aproximadamente 365
dias), tem-se

, 2rR 2m(150-10°-10%)
v = =

= ~ .14
Al 365243600 o 10 m/s

Enquanto que a aceleragao centripeta para esse movimento é encontrada através de

(v)?  (3-10%)? -3 2
%= "R 0100 0 10T /s

Percebe-se que a aceleracao da gravidade é 3 ordens de grandeza maior do que a aceleracao
centripeta para o movimento de uma pessoa durante a rotagao da Terra em torno do seu
proprio eixo, enquanto que é 4 ordens de grandeza maior do que a aceleragao centripeta
para o movimento de uma pessoa durante a translacao da Terra em torno do Sol.

Questao 6

O ponteiro de um cronometro tem 2.5 cm de comprimento e completa uma volta em 10
segundos.

(a) Qual o vetor deslocamento da ponta do ponteiro entre as marcagoes de 5 e 7 segundos?
Defina um referencial apropriado.

(b) Qual a velocidade e acelera¢ao da ponta do ponteiro quando ele passa pela marcagao
de 4 segundos? Forneca a resposta tanto em vetores quanto em médulo. Faca um esquema
representando esses vetores.

Solugao:

(a) O esquema abaixo foi desenhado de forma a estabelecer sem ambiguidade o referen-
cial adotado, e o sistema de coordenadas serd o cartesiano. Confira:




wt

r cos (wt)

27 2r o7

d pu— 2' —_ — O e— T e— _1'

onde r dcem e w T 0" % ]

Note que com essa descri¢ao, pode-se dizer que
x =1 cos (wt) (20)
y = rsin (wt) (21)

E isso nos permite escrever o vetor posicao para qualquer instante de tempo, isto é

7= (reos (F))i+ (ron ()3 (22)

Ja que deseja-se saber o vetor deslocamento da ponta do ponteiro entre as marcagoes
de 5 e 7 segundos, substitui-se t = 5s e t = 7 s na equacao para o vetor posicao e
calcula-se a diferenca.

~

7(5) = (rcos (m)) i + (rsin (7)) j = (=)

(7) = <7“ cos <7§)> i+ <7“ sin (%)) 7 =(—0,31r)i — (0,95r);

Portanto, o vetor deslocamento é dado por (substituindo r = 0,025 m):

=y

AF = 7(7) = 7(5) ~ (2-1072)i — (2-1072)]




L dr L dv &7 :
(b) Sabendo que ¥ = — e que @ = Ty encontra-se o vetor velocidade e o vetor
aceleracao para qualquer instante de tempo a seguir:

e (e () (e () @

Também,

ca= <—g cos (%)) i — (TQ—W; sin (%)) J (24)

Parat=4ser =0,025m, tem-se

v (=1-107%)i—(1-107%)) = |t~ 1-102m/s (25)

a~(8-107%) —(6-107%)) = |@|~1-1072m/s> (26)

Um esquema da representacao dos vetores no reldgio é disponibilizado a seguir:




Questao 7

Considere a figura abaixo. Onde a roda maior esta ligada & uma roda menor por uma correia
que toca cada uma das rodas sem deslizamento. A roda maior parte do repouso e possui
uma aceleragao angular dada pela funcdo a(t) = ay.

C

(a) Quais sao as unidades de ap em S.I.

(b) Qual a velocidade linear de um ponto da roda maior em relagao ao seu eixo de rotagao
apos 3 segundos de aceleracao? E angular?



(c) Qual a velocidade linear da roda menor apés 3 segundos? E angular?

(d) Quantas voltas a roda menor dard até a roda maior dar uma volta completa?

Solugao:

(a) De a(t) = ag é imediato que [ap] = T2, uma vez que para a equagao estar dimensi-
onalmente correta ay deve ter as mesmas dimensoes de a(t), que é a aceleracao angular
e cuja dimensao ¢ T2 por definicao.

(b) Em primeiro lugar, calcula-se a velocidade angular a partir da aceleragao angular.

Confira:

d
a(t) = d—C: = a(t)dt:/dw.‘.w:wo+aot

Porém, como o sistema parte do repouso, tem-se que

w=ayt = w(3)=3ags"" (27)

Também, sabe-se que S = R — v = Rw. A partir daqui, substitui-se t = 3 s e
utiliza-se para w a expressao calculada acima. Observe:

3 9a
v:Rw:<E>-(ao-3):1—00ms (28)

(c) Como a roda maior estd ligada & menor por uma correia que nao desliza, o movi-
mento é transmitido de forma que a velocidade linear é igual para ambas as rodas.

Assim, v'(3) = v(3) = 1i00 m/s, onde v'(3) é a velocidade linear da roda menor.

Além disso, sendo a velocidade linear igual para ambas as rodas, tem-se

w-ry=w-ry

onde 71 é o raio da roda maior, ry é o raio da roda menor, e w’ é a velocidade angular
da roda menor. Utilizando essa relagao, encontra-se

W'(3) =w(3) - g =—35 (29)

3w
abendo que para um instante de tempo ¢ qualquer tem-se w’ = —, conclui-se que
d) Sabendo que p instante de tempo t qualquer t ! 5 lui-se q

o 3a0t o 3a0t2

! 5 0 = 1 através de integracao.




O tempo que demora para a roda maior dar uma volta completa é obtido através de

agt
w=agt = 0= OT para @ = 27 e isolando t, isto é

T= \/% (30)

Utilizando ¢ = T na equagao para 6’, tem-se

0" = 3m (31)
O que significa que a roda menor da 1 volta e meia quando a roda maior d4 uma volta
completa.
Questao 8

Uma peca de roupa ¢é estendida num varal cujo a corda possui 1.35 m de comprimento e
inicialmente estd totalmente esticada. A roupa é presa por um prendedor num ponto que
estd localizado a 2/3 de uma das extremidades da corda e com o peso da roupa este ponto do
varal desloca-se 8 cm para baixo. A roupa molhada possui uma massa de 300 g. Determine
os vetores tracao da corda do varal para manter a peca de roupa estendida em equilibrio.

Solugao: Disponibilizo o seguinte diagrama para auxiliar no desenvolvimento da soluc¢ao
do problema:

0,90 m 0,45 m

0,08 m




Decompondo T} e T, na horizontal e vertical utilizando os angulos « e 6, tem-se o seguinte
sistema para manter a peca de roupa estendida em equilibrio:

Ty sin (o) = Ty sin (6)
Ty cos (o) + Ty cos (0) = P
Considero que o comprimento do varal é L = 1,35 m e que o deslocamento vertical da
roupa foi de h = 0,08 m.

A hipotenusa cuja direcao coincide com a direcao de T; e a hipotenusa cuja direcao
coincide com a dire¢ao de T3 podem ser calculadas através do teorema de pitagoras, o
que possibilita determinar o seno e o cosseno dos angulos « e #. Com efeito, definindo

= —, tem-
Y i em-se

sino =

4L2
3\ + w/1+

cosa =V 1—sin*a = 2(Sma

L 1
2 - /1 2
3\/L—+h2 A
9
cosf) = /1 —sin? 6 = ~(sin 0)

O que permite reescrever o sistema encontrado para T, Ts e P da seguinte maneira:

sinf =

Ty sin (o) = T sin (6)
T5 - %(sin a)+ Ty -y(sinf) = P

2
M9 ~1.10' N

3
= Tisin6 (%) =P T =

3cosb

~1-10'N

v

Vg

g=9,81m/s* h=0,08me L =1,35m.

3
Reiterando que v = T e cosf = Sabe-se, também, que m = 0,3 kg,




Portanto, tem-se T} e Ty em funcao de todos os valores dados no enunciado e a solucao
estd finalizada.

Questao 9

Uma particula se movimenta descrevendo uma espiral no sentido anti-horario. Sua trajetéria
é dada por r = Af, onde A = (1/7) m/rad é constante. O angulo § aumenta com o tempo
2

seguindo a equagao 0 = 5 onde « é constante.
(a) Desenhe a trajetdria, assim como os vetores velocidade e aceleragdo em véarios pontos
da trajetoria.
(b) Mostre que a aceleracio radial é zero quando 6 = 1/v/2 rad.

(c) Para que angulos as componentes radial e tangencial da acelera¢do tém a mesma mag-
nitude?

Solugao:
(a) A seguir disponibilizo o desenho da trajetéria feito & mao com os vetores velocidade
e aceleracao em varios pontos da trajetoria.

Convém notar que o comprimento dos vetores vai aumentando com o tempo, o que é
de se esperar por causa das informacoes mencionadas a respeito de r e 6 no enunciado.

Aat?
(b) Partindo de r = Af = a

tem-se que




L df)  dr AR . oy ;5 AW

= U= =it = (Aat)r + (ra) 0 = (Aat)r + ( 5 0
A27(t)  d(Aat) i 1d(Ac?t®) » (A3 db
a = = r A —_ - I
T e RSO F T B v 2 /

N——— +
D>

344
= (Aa — (AO; t )) 7+ (Aa2t2 + ;Aa2t2

A partir daqui note que a componente radial da aceleragao é

-2

1 4
E também que t* pode ser obtido através de § = —at? = t* = — - Com isso, a
«

componente radial da aceleragao torna-se

(Aa — 2Aa«92)

Quando faz-se = 1/ /2 resta

Aa— Aa=0 Q.E.D.

(c) Igualando as componentes radial e tangencial da aceleragao, tem-se

(Aa — 2A06?) = 5A0f = 26° +50 —1 =0

—5++/33
-1

0 6 ~ —154° ou 10°

Questao 10

Uma pedra esta no topo de uma montanha que tem uma inclinagao descendente de angulo
¢ como mostrado na figura. A que angulo # com a horizontal a pedra tem que ser lancada
para que o alcance seja maximo?



Solugao:

Seja 0 + ¢ = 3, e vy a velocidade inicial da pedra. As equagbes para o movimento da
pedra em y e em z, adotando um referencial cujo y é perpendicular a montanha, x é
solidario a mesma e cuja origem esta no topo, sao escritas a seguir:

g cos ¢

y = tugsin  — 5 t2
x = tvgcos B+ gs;nqStQ

Para o instante de tempo em que a pedra aterrissa na montanha, considera-se y = 0 e
t # 0, o que permite determinar o tempo na equagao para y acima. Confira:

_ 2vgsin 3

9e0850p _, 4
2 gcos ¢

0 =tvysin g —

Substituindo esse instante de tempo na equagao para y, tem-se

2vg sin 3 gsin¢ [ 2vysinf 2
r=|———)v,co8f+
g cos ¢ 2 g cos @

2 o 2 i A
V) 2 2
» - Yasin B v sin” 3sin ¢
g cos ¢ g cos? ¢

Como ¢ é fixo a priori, para que obtenha-se o alcance maximo é necessario que g—g =0.

Logo,

d
£ = 20052 + 2sin2ftan ¢ = 0 =—> tan2f - tan¢ = —1




T
Da trigonometria, sabe-se que tan 2 -tan¢p = —1 <= 20 — ¢ = 3 Portanto,

AJRSS

T
5—Z+

Como 6 + ¢ = 3, entao

— 0=——

T
9+¢—Z+

AVIRSS
ACIRSS

SN

Portanto, o angulo # que maximiza o alcance é § =

T_9¢
4 2
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Questao 1

Uma bolinha de massa m e velocidade v estd pendurada por um fio de comprimento 1 reali-
zando uma trajetoria circular no plano horizontal, como mostrado na Figura 1. Considerando
que a bolinha possui massa m:

(a) Ilustre todas as forcas atuando no sistema.

(b) Descreva a tensao no fio.

(c) Descreva a relagao entre a velocidade da bolinha e o angulo 6.
(

d) Encontre o periodo da oscilagao.

A\

X\ m

Figura 1: Figura da questao n. 1.

Solucgao:

(a) Observe a ilustracao produzida abaixo para responder o item.

T

mg

onde mg é o peso da bolinha e T' é a tracao que atua ao longo do fio de comprimento
[. Portanto, todas as forcas atuando no sistema estao explicitadas.




(b) Através da ilustragdo do item (a), percebe-se que T'cos) = mg ja que nao héd

movimento na vertical. Portanto, o médulo de T fica determinado por T = ea

diregao de T é ao longo do fio, isto é, fazendo um angulo de # com a vertical em sentido
anti-horario. O sentido de T' é tal que essa forca fica ao longo do fio, entao tem-se toda
a descricao da tensao uma vez que possuimos seu modulo, direcao e sentido.

(c¢) Ainda com a ilustragao do item (a), pode-se perceber que através da decomposigao
vetorial de T' é possivel escrever o seguinte sistema:

Tcost = myg

2

Tsing = 2
r

uma vez que na vertical nao hd movimento e na horizontal a componente da tragao
funcionara como resultante centripeta do movimento circular.

Sabe-se também que r = [sin§, pela trigonometria da Figura 1. Dividindo a segunda
equacao pela primeira equacao, temos

2

l
tanﬁzv—.',vgzlgtaHHSine — v =-sind J
rg cos

2
(d) Sabe-se que v =w -7 e que w = % Entao, segue que

. E;,T: 2mlsin 0 . [cos@
T v g

Questao 2

Considere um conjunto de blocos A, B e C tal que, o bloco B esta em repouso sob o bloco
A, o qual estd ligado ao bloco C por meio de um fio de massa desprezivel, como ilustrado na
Figura 2. Se o atrito entre os blocos A e B for dado por . e o atrito entre a mesa e o bloco
A for dado por ., responda:

(a) Qual é a relagao entre as massas (m4, mp, m¢) para que o sistema fique em equilibrio?

(b) Qual é o valor maximo da massa do bloco C' para que os blocos A e B deslizem juntos?



-

.

1

Ll

Figura 2: Figura da questao n. 2.

Solucgao:

(a) Na condigao de equilibrio, temos como diagrama de forcas para cada um dos blocos
a seguir:

N4

=
Jat. = _»T TNB TT
Dy = =
_ ~ ~
Np mag 777JB9l l mcg

Analisando o diagrama de forcas, é imediato que

No=mag+ N, fu. =T, T =mcyg

onde fur, = pe - Na (com p. sendo o coeficiente de atrito estatico) é o atrito estatico
maximo que segura o bloco A de deslizar. Segue que

meyg = fie - (Mag + mpy)
:> )U/C f— L
ma+mp

é a relacao entre as massas para que o sistema fique em equilibrio.

(b) Para que os blocos A e B deslizem juntos, é preciso que eles possuam uma mesma
aceleracao, que chamaremos de a,,,,. Nesse novo contexto, existe uma forga acelerando




o corpo B (que é a forga de atrito cinético entre B e A). Portanto, ajustando o diagrama
de forgas dos corpos:

1

fatc

s ==
Np ) mag mBgl l mcyg

onde fq, ¢ a forca de atrito cinético entre o bloco A e a mesa e f;, ¢ a forca de atrito
cinético entre o bloco B e o bloco A. Do diagrama de forcas, segue que

!/
fatc = He - (mBg), fatc = M - (mA + mB)g, T— fatc = MAQmaz
!/
fat(; = MBGmaz, Mcyg — T = mctmar
onde . aqui é considerado o coeficiente de atrito cinético entre o bloco B e o bloco A,
mu, ¢é o coeficiente de atrito cinético entre o bloco A e a mesa, e é utilizado os valores

maximos das respectivas forgas de atrito uma vez que deseja-se saber o valor mdzimo
da massa do bloco C para que os blocos A e B deslizem juntos.

Das equacoes encontradas, somando-se T — fur, = MAGme: cOM meg — T = Moz,
temos

meg — fatc - (mA + mC’)amax
Mas, fi, = MpBamaes, entao
/

ate

mcg — fatc = (mA +mC) ’ m
B

como fg, = pe - (Mpg) € far, = pe - (Ma + mp)g, segue que

Mg — - (ma+ mp)g = (ma+me) - P )

rearranjando a equagao, temos

te(ma) + pre(ma +mp)

mgo = 1—}1,5




Questao 3

Considerando um bloco de massa m no topo de um plano inclinado com um angulo 6 em
relacao ao plano da superficie e uma altura maxima h:

(a) Prove que a velocidade final é independente do angulo 6 para o caso sem atrito. Con-
sidere que o bloco possui uma velocidade inicial vy.

(b) Encontre quanto tempo o bloco gastard para percorrer todo o plano se o atrito cinético
(e entre o bloco e a rampa for u, < tané.

(c) Ainda considerando p,. < tanf, encontre a velocidade final do bloco.

Solugao: Observe uma ilustracao do sistema em uma situagao com a presenca do atrito,
para auxiliar na resolugao:

h

A
I
I
I
v

(a) Nesse primeiro caso, como nao ha atrito, a aceleragdo do corpo serd dada pela
propria decomposigao da gravidade na diregao x destacada na figura, isto é

a; = gsinf
Além disso, a hipotenusa L do triangulo pode ser determinada em funcao de h e 6

através de

h h
St L — sin 6

Sendo a velocidade inicial do corpo vy, a sua velocidade final é dada pela equacgao de
Torricelli:




v? = v} + 2aAs

h
Nesse caso, a = a, = gsinfl e As = L = T Realizando as devidas substituicoes,
sin
temos

h
v? =) + 2gsirl—— <= v’ =} + 2gh

Logo, a velocidade final nao depende do angulo 6 para o caso sem atrito.
(b) J& no caso com atrito, assumindo que p,. < tan @ tem-se da ilustragao disponibilizada
que
N =mgcost, mgsin — f,; = ma

como fu = pe - N, entao

mgsinf — p.mgcost = ma < a = g(sinf — p.cos)

Como . < tan#, tem-se que a > 0 e o resultado é conforme o esperado.

A h
O tempo que decorre para o bloco percorrer todo a distancia L = nd pelo plano
S1n

inclinado ¢é dado pela raiz positiva t* da equacao horéria das posicoes:

1 2 2L
L:vot+§at2 — tT = (@> + bl

a a a

onde a = g(sinf — p.cosf) e L = — 7 foram determinados anteriormente. Portanto,
sin

tem-se o tempo que o bloco gasta para percorrer todo o plano em funcao das variaveis
do problema:

Vo 2 2h Vo
= + -
g(sinf — p. cos ) gsinf(sinf — p.cosh)  g(sinf — p.cosh)

(c) Mais uma vez, a velocidade final pode ser dada pela equagao de Torricelli, porém
dessa vez usa-se o novo valor da aceleragao (para o caso com atrito), confira:

v? = vg + 2aL = v + 2g(sin 0 — p, cos )

sin 6

= v= \/v§+29h(1—uccot9)

Obs.: note que se u. = 0 a igualdade é coerente com o resultado obtido no item (a).




Questao 4

Um martelo atinge um prego com velocidade v, fazendo-o enterrar-se de uma profundidade
[ numa prancha de madeira.

(a) Mostre que a razao entre a forga média exercida sobre o prego e o peso do martelo é
igual a h/l onde h é a altura de queda livre do martelo que o faria chegar ao solo com
velocidade v.

(b) Estime a ordem de grandeza dessa razao para valores tipicos de h e [.

Solugao:

(a) Considera-se que o martelo parte de uma altura yy = 0 em queda livre e se desloca
até a prancha de madeira, tomando a prancha como y = h. Através da equacao de
Torricelli, temos

v? =g + 2g9Ay

Onde g foi dado como positivo por conta do referencial adotado no paragrafo anterior.
Assim, como o martelo parte do repouso, segue

v =+/2gh

E a velocidade com que o martelo atinge o prego, o que implica que o prego comega a
enterrar-se na prancha de madeira com essa mesma velocidade que o martelo acaba de
imprimir.

Dessa forma, sabendo que o prego ”afunda”até o repouso, assumindo uma desaceleragao
constante do prego durante o trajeto, mais uma vez, por Torricelli, pode-se dizer que

0=10>—2al = mv*>=2l-ma=2l-F,

onde F), foi a forga média empregada. Usando o v calculado anteriormente nesta nova
equacgao, temos

h F, h
2mgh =20 - F,, = Fm_P-TH? 7

onde utilizou-se do fato que P = mg.

(b) Supondo que o martelo cai de uma altura h =~ 50cm e o prego afunda [ ~ 5c¢m, a
razao pode ser estimada para h/l =50/5 =10 = O.G. = 10%.




Questao 5

O sistema da Figura 3 esta em equilibrio. A distancia d é de 1 m e o comprimento de cada
uma das molas é de 0,5 m. A massa m de 1 kg faz descer o ponto P de uma distancia
h = 15cm. A massa das molas é desprezivel. Calcule a constante k£ das molas.

% d N’

Figura 3: Figura da questao n. 5.

Solugao: Uma vez que as molas sao idénticas, de comprimento natural [ = 0,5m e a
distancia d é de 1 m, na Figura 3 tem-se dois triangulos retangulos de catetos h e d/2,
cuja hipotenusa é igual a deformacao sofrida pelas molas somada ao seu comprimento
natural. Equacionando:

(Az+0,5)> = h* + (d/2)* = Az =+/h2+(d/2)2 0,5

O que, para h = 0,15m e d = 1m conforme mencionado no enunciado, implica que
Az ~ 0,022m.

Chamando de 6 o angulo que as molas fazem com a vertical (que coincide com h), de-
compoe-se a forca elastica das molas na horizontal e vertical.

Da figura, pode-se perceber que a componente horizontal de cada mola possuem mesmo
moédulo (pois as molas s@o idénticas e igualmente deformadas) porém sentido oposto,
ocasionando no cancelamento.

Por outro lado, as componentes verticais se somam para equilibrar o peso do bloco de
massa m. A decomposicao na componente vertical da forga elastica utilizando o angulo
# supracitado, entao, é tal que

2-F,-cos =mg




onde o fator 2 surge uma vez que é preciso levar em conta a influéncia das duas molas.
Pela lei de Hooke, se sabe que F,; = k - Az, enquanto que pela trigonometria da Figura

3 se sabe que cosf = , isto é, cateto adjacente dividido pela hipotenusa.

(Az +0,5)

A equagao simplifica para:

g — = "9 +05)

2 (k- A2) - 5 WAz

O que para Az = 0,022m calculado anteriormente, m = 1kg, g = 9,81m/s* e h = 1m,
é equivalente a

k ~ TT5N/m

Questao 6

A figura mostra, em funcao do tempo, a componente F, da forca que age sobre um bloco de
gelo de 3,0 kg que pode se deslocar apenas no eixo x. Em t = 0, o bloco esté se movendo no
sentido positivo do eixo, com uma velocidade de médulo 3,0 m/s. Quais sao:

(a) o mddulo da velocidade do bloco no instante t = 11s?

(b) o sentido do movimento do bloco no instante ¢ = 1157

F, (N)

6 —

0 | |

Figura 4: Figura da questao n. 6




Solugao:

(a) Se sabe que a drea abaixo do grafico F' x t é equivalente ao impulso, que por sua vez
¢é igual a variacao da quantidade de movimento pelo teorema do impulso e quantidade
de movimento.

Dessa forma, calcula-se a drea entre t = 0s e t = 6s (que é positiva porque F, é positiva
nesse intervalo, segundo o grafico) e teremos a variacao de quantidade de movimento
positiva. Logo apds isso, calcula-se a area entre t = 6s e t = 11s, o que resultara na
segunda variagao de quantidade de movimento, dessa vez negativa. Soma-se as duas
variagoes e iguala-se a mAwv, que é Ap por definicao para m = constante, a fim de
descobrir a velocidade final.

Confira:
2 -2 4) -
A1:< +6) +(3+ ) 6:29
2 2
= R
2
SAp=15N-s

onde as areas foram calculadas dividindo o grafico da Figura 4 em trapézios menores
e usando a area para os respectivos trapézios entre t = 0s et =2s,t =2s et =06s, e
t=06set=1ls.

Assim, o médulo da velocidade do bloco no instante em ¢ = 11s é obtida por

Ap =mAv =m(v—1vy) =m(v—3) = v:%+3

1
Como m = 3kg, entao v = ; +3=28m/s.

(b) J& que a variagao total de momento linear foi positiva e o movimento é tratado
como unidimensional (estamos olhando apenas para F}), o movimento do bloco segue
o mesmo sentido inicial, isto é, no sentido positivo do eixo x.

Pode-se olhar também para a velocidade final calculada e perceber que ela é positiva
(assim como a velocidade inicial). Caso tivéssemos obtido uma velocidade final nega-
tiva, o sentido do movimento do bloco teria invertido, mas nao é o que aconteceu nessa
analise.




Questao 7

Uma pessoa estd atirando com um rifle com um cano de comprimento l,;f,.. Qual é o médulo
da forga que deve ser exercida para uma bala (de massa mp,,) sair do cano do rifle apés 4
ms de ser disparada? (Enunciado corrigido pela monitora Aryella Rabello).

Solugao: Através da equacao horaria das posigoes, considerando a posigao inicial da
bala sy = 0 e que a bala parte do repouso, temos

1
lrifle = §Gt2

onde a é a aceleracao desenvolvida pela bala durante o seu movimento. Multiplicando
de ambos os lados por My, € sabendo que F,, = Mypqq - @, temos

1 1 mealalri le
Miala * Lrifle = §mbalaat2 = EFth — F,= t—Qf

Para t = 4ms = 4 - 10735, a forca média, em Newtons, posto que as unidades de myq, €
lyifie estao no S.I, serd

Fm =125 ]-03 : mbalalrifle

Questao 8

Um pequeno bloco com massa m é colocado dentro de um cone invertido que esta girando em
torno de um eixo vertical de modo que o tempo para uma rotacao do cone é T'. As paredes
do cone formam um angulo 5 com a horizontal. O coeficiente de atrito estatico entre o bloco
e o cone ¢ is. Se o bloco tiver de permanecer a uma altura constante i acima do apice do
cone, quais sao:

(a) O valor maximo de 77

(b) O valor minimo de 77

Encontre expressoes para 1T’ em termos de (3 e h.



Figura 5: Figura da questao n. 8.

Solucao:

(a) Observe a figura abaixo para uma descrigdo univoca do referencial e também para
o diagrama de forcas do pequeno bloco para essa situacao.

O

Para um periodo T' mdzimo, ou seja, demorando o a maior quantidade de tempo o
possivel, precisamos ter a menor velocidade angular possivel tal que o bloco nao deslize
pelo cone.

Quanto mais rapida for a rotagao do cone, maior serd a tendéncia do pequeno bloco
“ir para cima”do mesmo, e o contrario ocorre para quanto mais lento for a rotagao
do cone, tomando como referéncia a Figura 5, isso porque a velocidade angular esta
diretamente ligada com a forga centripeta e esta, por sua vez, funciona de modo a criar
a tendéncia mencionada.




Dessa forma, na situagao de w minimo (7" maximo), a tendéncia do bloco é de descer o
cone, portanto a forca de atrito apontara para cima ao longo do cone, isto é, no sentido
positivo de x da referéncia utilizada na ilustracao disponibilizada.

Uma observacao relevante é que durante toda a questao sera utilizado que fu; = ps- IV
(que é a forga de atrito estdtico méximo), uma vez que queremos os casos limite para
o periodo.

Assim, realizando a decomposicao vetorial de f,; e de N em funcao de 3, temos
Nsin 8 — fu cos f = mw?R

N cos 3+ fusinf =mg

A primeira equacao vem do fato da existéncia do movimento circular de raio R que o
bloco descreve conforme o cone gira, enquanto que a segunda equacao vem da condicao
estatica do fato do bloco manter uma altura constante h acima do apice do cone.

Como fu = ps - N, segue

Nsin 3 — jusN cos 3 = N(sin 8 — pis cos B) = mw’R
N cos 5+ pusNsin f = N(cos 8 + pssin 8) = mg

Dividindo a primeira pela segunda, temos

(sin 8 — pscosB)  w?R

(cos B+ pssin) g

2T . . -
Como w = T substituimos e isolamos a equacao para T e encontramos

2 | g (sin 3 — pgcos )
T\ R(cosf + pu,sin )

o R(cos B + pssin )
1= 2”\/ 4(5n f — 1, cos )

h h
Da trigonometria da Figura 5, temos tan § = = — R = —rt
an

Logo, o periodo desejado em funcao de S e h é

_y h(cos B + pssin 3)
- gtan (sin f — s cos f)




(b) Ja para o valor minimo de T, o cone deverd rotacionar o mais rapido possivel, e a
tendéncia do bloco sera a subir ao longo do eixo x positivo. Nessa situacao, a forca de
atrito, que atua de forma contréria, ird apontar para o eixo x negativo.

A decomposicao de forgas serd muito similar a do item (a), com a mudanca de que,
agora, a forca de atrito atua no sentido contrario. Confira as equagoes para a nova
disposicao de forcas:

Nsin B + fau cos f = mw?R
N cos B — fusin 8 =mg
Mais uma vez, substituindo f,; = us/N, temos
N(sin B + ps cos ) = mw?R
N(cos 8 — pssin ) = mg

Dividindo a primeira pela segunda:

(sin 8+ pscos B)  w?R

(cos B — s sin 3) g

T
Isolando w?, substituindo w = a e isolando T, temos

_5 h(cos f — pssin 3)
- gtan (sin B + s cos f)

Questao 9

Os dois blocos (m = 16 kg e M = 88 kg) da figura nao estao ligados. O coeficiente de
atrito estatico entre os blocos é u, = 0, 38, mas nao ha atrito na superficie abaixo do bloco
maior. Qual é o menor valor do médulo da forca horizontal F' para o qual o bloco menor
nao escorrega para baixo ao longo do bloco maior?



%
Sem atrite f‘

Figura 6: Figura da questao n. 9.

Solugao: Observe a ilustracao abaixo para o diagrama de forgas dos blocos de massa m
e M, respectivamente.

fat N,
A
F
Nle—"F——» N
4
mg Mg

Através do diagrama de forcas, sabendo que o bloco m nao escorrega para baixo ao longo
do bloco M e que o movimento do bloco M s ocorre ao longo do plano horizontal, segue
as seguintes equagoes

x: F—N=ma, N:Ma:>N:F( M )
m+ M

M
fat = 1o N = pig - F -
Y far=p iz (m+M> mg
mg(m + M)

~49-10'N
poa M

- F =

Questao 10

Um bloco é empurrado sobre um piso horizontal por uma forca constante que é aplicada
fazendo um angulo de 6 para baixo. A figura mostra o moédulo da aceleracao a em fungao
do coeficiente de atrito cinético y entre o bloco e o piso. Se a; = 3,0m/s?, w2 = 0,20 e
i3 = 0,40, qual é o valor de 67



R

+ ,{IA
0 Mo Mg

—a, -

Figura 7: Figura da questao n. 10.

Solugao: Abaixo se encontra uma ilustracao do diagrama de forcas que atua no bloco,
confira:

‘N

fat

- I
\@‘F

Yong

Seja a(uy) a aceleragao em fungao do coeficiente de atrito estético. Do gréfico, é possivel
interpretar que

a(0) = a; = 3,0m/s*, a(ur) = 0m/s*, a(ups) = —a; = —3,0m/s>
onde u = 0 indica que nao ha atrito, ure = 0,20 e urz = 0,40, e a massa do corpo foi

considerada como sendo m.

No caso sem atrito, o tinico responsavel pela aceleracao horizontal do bloco é a compo-
nente horizontal da forca F', isto é, F'cosf. Dessa forma, podemos escrever:
Fcos0 =ma; =3m

No caso em que p; = pge = 0,20, tem-se a = 0, entao precisamos considerar que na
horizontal vale

F
FcosO = for = pa - N = pgo(mg + F'sin®) -.m = (cos O — pue sin6)
GHE2




Dessa forma, combinando as equagoes, encontramos

Feost =m= 2 (cos @ — o sin )
3 Glik2
0
M = oS0 — ppesinf = e sinf = cosf (1 — g/;k2)
1 Glk2 1 Glk2
.'.tanez—(l— > — 6 = arctan —(1— )
M2 3 J 3

Substituindo pxe = 0,20 e g =9, 8, temos

0 ~ 1,04 rad ~ 60°
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Questao 1

Um objeto de massa de aproximadamente Tkg move-se ao longo do eixo x sob o efeito de
uma forga em fungdo da posicdo. Essa forca é descrita por F(x) = ax — x> .

(a) Se a forca é dada em Newtons, avalie a unidade das constantes « e f3;

(b) Considerando o« =5 e 3 = 3, com as unidades apropriadas, calcule a energia poten-
cial V do objeto e faga um grafico de V/(x);

(c) Considerando os valores das constantes do item anterior e que em x = —2.0m e
v = 5.0m/s, calcule a velocidade méxima atingida pelo objeto. Quais sdo os pontos de
retorno do objeto?

Solugdo:
F
(a) Uma vez que F(x) = ox — Bx3, entdo segue que [ax] = [F] = [«] = % = N/m.
Em termos das unidades bésicas, isto ¢, M,L e T, podemos escrever como: [o] =
M- T2

Também, é necessario que para a equacao esteja dimensionalmente coerente tenha-

mos [fx%] = [F] = [B] = 5= N/m?. Mais uma vez, expressando em termos das
unidades bésicas: [B] =M - L2. T2

(b) Como a forga F(x) é fun¢do apenas da posicdo x, por defini¢do temos que ela deve
ser conservativa. Assim, V(x) pode ser dado por

V(x) = —JF(x)dx =— U axdx — J [Sx3dx] = Sx“ — %Xz +C, CeR

Como a =5e 3 = 3, entdo a expressdo fica

V(x) = %x“ — gxz +C
Na prética, se desejamos plotar o grafico de V(x), é preciso reconhecer que qual-
quer grafico disponibilizado nédo seria o tnico correto, uma vez que sempre seria
possivel afirmar que ha uma translagdo vertical no grafico por conta do termo C,
postas as condi¢Oes até agora. Apesar disso, disponibilizo um gréfico feito a mao,
que representa a situacdo quando C = 0, por conveniéncia:




(c) Seja E a energia total do sistema. Sabemos que quando x = —2.0m,v = 5.0m/s.
Entao, segue que

E:V(x)+K:V(—2)+%-1 .52 =14,5+C

Também, sabemos que o potencial V(x) para um ponto x arbitrario é V(x) = gx“ —

5
sz + C. Para um ponto de retorno, K deve ser nulo, o que significa que V(x) = E.
A partir disso, temos

14,5+ =V(x) = §x4—§x2+z = %x“—ng—M,S:O

onde os pontos de retorno sdo os x € R que resolvem essa equagdo de grau 4, isto é

1 1
X1 :+\/§(5+\/199)m, X; = — §(5+\/199)m

Além disso, para calcular a velocidade maxima, adotando um referencial em que
C = 0 e portanto considerando E = 14,5], sabemos que essa situacdo ocorrera
quando V(x) anula-se, assim toda a energia mecanica serd da forma cinética:

1
K=E=14,5 = Emv2 =14,5 . vx54m/s




Questao 2

Considere um balan¢o como na Figura 1, supondo que a energia potencial ndo se altera
ao colocar o balanco na posigdo horizontal e desprezando a massa da tdbua, mostre:

(a) A relagdo entre a energia potencial ganha pelo objeto de massa M e a diminuigdo na
energia potencial do objeto de massa m quando o balango é posicionado na horizontal

(b) A relagdo entre as grandezas M, m,Le L.

-
»

. ' = .

Figura 1: Sistema do exercicio 2.

Solugao:

(@) O que acontece nesse problema é que possuimos uma configuragdo inicial dos
blocos onde ambos estdo em repouso, e depois possuimos uma configuragdo final,
onde os blocos continuam em repouso, porém com uma propriedade interessante: a
energia potencial do sistema na configuragdo inicial é igual a na configuragdo final.

Assumindo o solo como referencial de altura y = 0, temos que na configuracao
inicial o bloco de massa M estd encostado no solo (e portanto ndo possui energia
potencial gravitacional), enquanto que o bloco de massa m possui alturay = (H+h)
(ver figura), o que implica que carrega uma energia potencial gravitacional de Vo =
mg(H + h). Destacando:

VMO = O, va = mg(H + h)

Ja na configuracao final, o bloco de massa M eleva-se para uma altura y = H e entdo
carrega uma energia potencial gravitacional de Vjyy = MgH, enquanto que o bloco
de massa m desce de uma altura h, ficando no mesmo nivel que o bloco de massa
M, isto é, em y = H. Entdo, a energia potencial gravitacional de cada um é:




Vm = MgH, V,, = mgH

Entédo, o bloco de massa M ganhou uma energia potencial igual a MgH, enquanto
que o bloco de massa m perdeu uma energia potencial igual a mgh. Como estamos
trabalhando com um sistema conservativo, pois o campo gravitacional é conserva-
tivo, e esses sdo 0s inicos corpos massivos do nosso sistema, é possivel afirmar que
a energia ganha pelo bloco de massa M ¢é igual a energia perdida pelo bloco de
massa m — houve uma transferéncia de energia.

h M
MgH = mgh =
gH=mgh — ==

(b) Observe os dois triangulos formados utilizando a figura do exercicio:

] b

Como eles possuem dois angulos iguais, sdo semelhantes, o que nos permite escre-
ver

Entao, concluimos que

M_1 — ML=ml
m L
Esse é um resultado belissimo, porque pode ser obtido através da condicdo de

equilibrio rotacional do balanco (igualdade dos torques).




Questao 3

Considere o sistema ilustrado na Figura 2, a bolinha de massa m e raio R parte do repouso
do ponto A. A bolinha esté fixada a um fio inextensivel, de massa desprezivel e compri-
mento L. Esse fio suporta uma tensdo maxima que depende da massa da bolinha e da
aceleragdo da gravidade tal que, Tmax = 2mg. Nao é necessario considerar a resisténcia
do ar.

(a) Calcule a diferenca de altura h entre os pontos A e B. Considere que o fio rompe no
ponto B;

(b) Calcule as componentes horizontal e vertical da velocidade da bolinha no momento
em que atinge o chao.

Figura 2: Sistema do exercicio 3.

Solugio:
(a) Observe a ilustracdo abaixo para conferir a decomposigdo vetorial:

O




Do diagrama de forgas, temos que

T—mgcos a = Fep,

e, também, através da conservacdo da energia mecanica do sistema (pois a forca
gravitacional é conservativa), temos

1
mgL = zmv2 +mg(L—h) = v*=2gh

onde mgL é a energia mecanica no inicio (relativo a energia potencial gravitacional

no ponto A, considerando o solo como U = 0), e zmv2 + mg(L — h) é a energia

mecanica no final (relativo a soma da energia cinética com a energia potencial no
ponto B).

No ponto B foi informado que o fio se rompe, o que significa que a tracdo atinge

o seu valor méximo, isto é, T = 2mg. Dessa forma, utilizando a equagdo para a
1

resultante centripeta e sabendo que F, = mmvz, temos

1
2mg = mgcos & + [

mas, calculamos que v = 2gh, entdo segue que
2 = Ccos o + 1 2mgh

2 =cosx+ Zh
S22 = Xt —
(L+R)

Ainda, utilizando o « disponibilizado na ilustragdo, temos um triangulo retangulo
com hipotenusa L e cateto adjacente h, o que nos permite afirmar que cosx =

. Por clareza, observe a figura abaixo.
(L+R) &




\
Dessa forma, nossa equagdo se torna
h 2h 2
2 + h=Z(L+R
in taen — Mo EHR

e temos o h desejado.

(b) J& que temos h, podemos escrever que a velocidade no ponto B (antes sendo

4
v? = 2gh) como v} = §(L + R)g. Decompondo essa velocidade na horizontal e

vertical em fungao de «, temos

VB, = VB -COSX, Vg, =Vp-Sina

2 5
onde sabemos que cos o = TR = gesin(x: V1 —cos? o = gparao <a< g

16 120
2—7“—+R)9> VB, = 2—7(L+R)9

Podemos considerar o movimento de queda da bolinha do péndulo como um langame

1
obliquo de altura inicial (L —h) = L — §R’ velocidade vertical para baixo vg, e ve-

Assim,

locidade horizontal para a direita vg.. Dessa forma, em y, a equacdo hordria das
X

posigdes avaliada para y = 0 (que é o ponto de interesse, isto é, a aterrissagem da

bolinha), assume




onde o referencial foi tomado no solo, com g e vg, negativos por esta razao.

O instante de tempo com significado fisico (t > 0) que resolve essa equagao é

o V3BL_T6R — V20L +20R
N 3v3g

Portanto, a quantidade de tempo que decorre entre o instante em que o fio rompe e
a aterrissagem da bolinha é de t conforme calculado.

Utilizando esse tempo, é possivel determinar qual é a magnitude da velocidade
vertical da bolinha ao chegar no chdo, uma vez que

Vysolo = vBy + gt

onde g = 9,8m/s? e t foi conforme calculado.

Ao mesmo tempo, a velocidade horizontal é a mesma de quando o fio foi rompido,
uma vez que ndo hd aceleracdo na horizontal apds o lancamento da bolinha. Entao,

116
VB, = Vy oo = ﬁ(LJr R)gm/s

Em resumo, as componentes vertical e horizontal da velocidade da bolinha no mo-
mento que atinge o chdo é

v VeBBLIER]
Ysolo ~— 3\/3

16L + 16R
vxsolo = g( 6 i 6 ) m/S

3V3

Obs.: vale mencionar que essa questdo foi resolvida levando em consideracdo o
raio R da bolinha porque um dos monitores avisou que ndo era desprezivel e era
preciso ser considerado. Resultados razoavelmente similares teriam sido obtidos
na auséncia do raio R, espera-se que isso seja levado em consideracdo durante a
correcao.

Questao 4

Considerando uma crianca de aproximadamente 32 kg brincando em um escorregador
que faz um angulo de 30° com o chdo, no qual desliza sem atrito de uma altura de 4 m,
responda:



(@) Qual é o trabalho realizado pelo escorregador sobre a crianga?
(b) Qual é o trabalho realizado pela gravidade sobre a crianga?

(c) Qual seré a velocidade final da crianca?

Solugao: Observe ailustracdo a seguir para que conclusdes possam ser tomadas apro-
priadamente durante o desenvolvimento:

N

mg cos 30°

\/

(a) A forca que o escorregador emprega sobre a crianga é a forca Normal. Como
esta forca é sempre perpendicular a trajetéria por definicdo, o trabalho realizado pelo
escorregador sobre a crianga serd nulo, conclusdo essa que deriva imediatamente da
definicdo de trabalho (dependente do produto escalar entre a for¢a e o desloca-
mento).

(b) Como a forca peso é uma forga conservativa, ela s6 depende dos pontos final
e inicial. Isso nos permite dizer que o trabalho do ponto de partida até a base do
escorregador é

Wp =mg-Ah =32-9,8 4 ~ 1254]

(c) Por fim, ainda sabendo que a forga peso é conservativa e que as outras forgas que
atuam na crianca sdo perpendiculares a trajetdria, a energia mecénica no inicio deve
ser igual a energia mecénica no final:

1
En, =En = mgH:zmv2 = v=4/2gH
Sv=v2-98-4~8,8 m/s




Questao 5

Uma particula de massa m = 5 kg estd se movimentando em um reta. Entre os pontos
x = 0 e x = 14 m esta particula estd sujeita a uma forca descrita pelo grafico da Figura
= 0 a velocidade é igual a 3 m/s, calcule a velocidade da
8, 12 e 14 metros.

3. Considerando que em x

particula apds percorrer 4, 6,

Figura 3: Grafico exercicio 5.

= V4

Solucdo: Para resolver essa questdo utilizaremos o teorema do trabalho e energia
cinética, que diz que o trabalho é igual a variacdo da energia cinética.

O método empregado consistird em calcular a drea do grafico entre as varia¢des de
espaco solicitadas no enunciado, que é o trabalho da forca F por definicdo, e igualar
esse trabalho a variacdo da energia cinética da particula.

Como sabemos que a velocidade inicial em x = 0 é vy = 3 m/s, todas as outras veloci-
dades podem ser obtidas através do teorema do trabalho e energia cinética. Expostos
os argumentos e a justificativa do método, agora vem os calculos:

Woy=4-(—3)=—12]

y

1
AKO,4 = zmvﬁ — Emvé = W0’4

2W,
= \/%+Vém2,049m/sm2,0m/s

LT B

1 1
AKye = zmvé — Emvﬁ = Wi




2W.
— v6:\/T4’6+vﬁz1,731 m/s~1,7m/s

/2w,
vy = %—1—\%%2,049111/3%2,0111/5

Wsin=4-(3)=12]

1
AK&]Z = zm\ﬁz — zmvé = W&]z

2W,
— vy = %—i—vé%Z,‘??‘?m/szS,Om/s

2 2
AK]Z,M = zmvm — zmvu = W12,14

[2w
— vy = % +v2, ~ 3,193 m/s ~ 3,2m/s

onde as aproximacdes efetuadas na tltima linha de cada conclusdo foram feitas de
modo a manter a quantidade coerente de algarismos significativos.

Questao 6

O gréfico da Figura 4 ilustra a energia potencial de uma particula que é expressa pela
equacdo U(x) = 3x — 4x* — 0,45x% + 0, 6x* em unidades do SI.

(a) Faga um grafico da forga F(x);
(b) Quais sdo os pontos de equilibrio da particula?
(c) Se a energia da particula for E = 0], quais sdo 0os movimentos possiveis?;

(d) Se a energia da particula for E = —5]J, quais sdo os pontos de retorno? Indique no
gréfico.



[4,]

i \1(x?) 0

.5 1

>

10
' x[m]

10

Figura 4: Grafico questao 6.

Solugio:

(a) Sabendo que existe um potencial que descreve o movimento da particula, esta
deve estar submetida a uma forca conservativa. Dessa forma, podemos dizer que

F= _dv —i(sx—4x2 —0,45%> +0,6x*) = —2,4x> +1,35x* + 8x — 3
dx dx

Cujo grafico é da forma a seguir:

(b) Os pontos de equilibrio sdao os pontos em que a forca se anula, isto é, quando
F = 0. Utilizando a expressao para a for¢a derivada no item (a), temos

2,43+ 1,355 +8x —3 =0 & x € {-1,75,0,36,1,94} m




Onde o conjunto solugdo obtido sdo as raizes reais da equacado ctbica acima, apro-
ximadas para duas casas decimais.

(c) Se E = 0] e sabendo que, por definicdo, vale V < E, entdo os movimentos
possiveis sdo todos aqueles em que V < 0. Para uma visualizagdo utilizando o
gréfico da Figura 4, observe a imagem a seguir:

V(x) [J]

10 -5 5 10
x [m]

—-10

Figura 4: Gréafico questao 6.

A reta horizontal em vermelho representa o nivel de E = 0. A zona hachurada em
cinza simboliza as regides em que existe um valor de V(x) possivel ao movimento.

A primeira zona cinza, a esquerda, possui como extremidades as duas primeiras
raizes da equagdo do 4° grau V(x) = 3x — 4x? — 0,45%3 + 0,6x*, enquanto que a
segunda zona cinza, a direita, possui como extremidades as outras duas raizes da
mesma equagao.

Pelo grafico podemos inferir que as mencionadas extremidades sdo o maior valor
possivel para V(x) dentre os valores permitidos ao movimento, o que simboliza os
menores valores possiveis para K, a energia cinética da particula. Por definicao, es-
sas extremidades devem ser os pontos de retorno.

Portanto, concluimos que os movimentos possiveis sdo de cunho oscilatério com
extremidades nas quatro raizes de V/(x).

(d) Com essas novas condigdes, o gréfico a seguir pode traduzir uma visualizagdo
dos pontos de retorno:




V) ]

-10 -5 5 10
x [m]

~-10

Figura 4: Grafico questao 6.

Percebe-se que dessa vez, por E = —5], a reta horizontal vermelha esta numa posigdo
diferente no gréfico. Além disso, em comparagdo com o item c, a antiga “segunda
zona cinza”ndo é mais acessivel a particula, restando apenas a atual zona pintada
de azul na figura.

Os pontos de retorno sdo, mais uma vez, as “extremidades”da zona, isto é, os pon-
tos em que o gréfico de V(x) coincide com E, pois V(x) < E e por defini¢do os pontos
de retorno ocorrem quando a igualdade vale.

Entdo, como sabemos que V(x) = 3x — 4x* — 0,45%3 + 0, 6x*, a equagdo que nos dé
os pontos de retorno é

3x —4x* —0,45%> +0,6x" = —5

cujas solugdes € R sao

x;=-2,35m, x;=-0,87m

Questao 7

Um sistema com N pequenos cubos (pequenos o suficiente para serem considerados mas-
sas pontuais) estdo conectados por um cabo ideal (com zero massa e inextensivel), cada
cubo estd a uma distancia a do préximo. Suponha que N, dos N cubos estdo dispostos
em um plano situado em um penhasco muito alto (Na muito menor que a altura do pe-
nhasco) e os outros estdo inicialmente pendurados e guiados por uma canaleta, para que
enquanto um cubo estiver em queda todo seu movimento estar paralelo ao campo gravi-



tacional. Em um momento o sistema ¢ liberado e os quadrados comecam a cair em linha
reta. Considere a aceleracdo gravitacional constante e com médulo g. Despreze qualquer
efeito dissipativo.

Figura 5: Exemplo com N =7 cubos e Ny = 4

(a) Em um instante t,, instantaneamente apds N3 blocos estarem em queda, (N3 > N;)
qual é o modulo da velocidade dos blocos? (Use conservacdo de energia para resolver
esta alternativa)

(b) Quanto tempo levaré entre o instante t, e o instante em que o préximo bloco comegara
a cair? (N&o é necessario substituir a velocidade encontrada em (a), apenas indicar no
exercicio anterior)

(c) Calcule explicitamente o trabalho que a forga de tragdo aplicada no ultimo bloco
exerce até o momento que o bloco de sua frente caia. Considere a massa do bloco como
m. Calcule explicitamente usando a formula integral para o trabalho.

Solugdo:

(a) Para encontrar o médulo da velocidade dos blocos, utilizaremos conservacdo de
energia. No inicio, com o sistema em repouso, s6 hd energia potencial gravitacional.
Jano final, os blocos estardo se movendo e havera uma nova configuragdo de energia
potencial. Na pratica, escrevemos

U.o:uN3—|—K

onde U, representa a energia potencial gravitacional do sistema no inicio, Uy, é a
energia potencial gravitacional do sistema no final e K é a energia cinética do con-
junto de blocos.

Sabendo que a energia potencial gravitacional de um corpo é dada por U = mgh
onde h é a separacgdo vertical do corpo até um ponto de referéncia, calcularemos as
energias desejadas.




No inicio, tomando a referéncia para h = 0 como o centro de massa dos blocos que
estdo situados no plano do topo do penhasco, teremos N — N, blocos abaixo desse
nivel h = 0, onde o primeiro estard em h = a, o segundo estard em h = 2a e por
af vai, numa progressdo aritmética de razdo a, que é a distancia entre os blocos.
Portanto, a energia potencial gravitacional dos blocos no inicio é

(N—N3)
Uy = mga+ mg(2a) + ...+ mg(N —N,)a =mga - Z i

i=1

(1 +N—Nz)-(N—N2)}
=mga J

2

No final, a energia potencial gravitacional sera relativa aos N3 blocos que ja estdo
em queda, isto é, perderam o contato com o penhasco. Porém, como t, é instanta-
neamente apds N3 blocos estarem em queda, o primeiro bloco ainda possui centro
de massa na altura h = 0, restando N3 — 1 blocos carregando efetivamente energia
potencial gravitacional ndo nula. Dessa forma, temos

Un, =mgall+2+4...+ (N3 —1)] =mga- Zi

(T+N;—1)(N;—1)] N3(N3 —1)
2 =mga———]

mga

Ainda, a energia cinética K dos blocos é equivalente a energia cinética de um grande
bloco de massa N - m porque eles estdo vinculados pelo cabo ideal (carregando a
mesma velocidade) e pelo fato de que o conjunto de blocos é muito menor que a
dimensdo do penhasco Na < H. Assim,

K = =(NmpH?

N —

O que nos permite escrever

Up = Uy, +K & v:\/%-[u+N—Nz)(N—Nz)—Ns(N3—1)1m/s

(b) Entre t; e o instante em que o préximo bloco comecard a cair, podemos consi-
derar a aceleracdo como constante por conta das dimensdes dos blocos comparati-
vamente ao penhasco. Entretanto, uma vez que o préximo bloco comegar a cair, a
aceleracdo altera instantaneamente. O comportamento é o mesmo da fungio maior
inteiro f(x) = |x].




Dessa forma, durante esse trajeto em que a aceleragdo é constante, podemos cal-
culd-la montando o diagrama de forgas para cada bloco do conjunto e aplicando a
segunda lei de Newton a cada um deles. Reconhece-se que todas as forgas de tragdo
ao longo do fio irdo se cancelar e o efeito resultante serd o de que os blocos que
apenas o peso dos N3 blocos em queda sdo levados em consideragdo como forga re-
sultante enquanto que o peso do conjunto dos N blocos serve como massa total do
sistema. Simbolicamente,

onde vy é aceleragdo do sistema.

Assim, o instante de tempo em que o préximo bloco comega a cair é tal que podemos
usar a equacgdo hordaria das posigdes:

a—vt—l—] t2

onde a é a distancia entre dois blocos consecutivos a ser percorrida, v é a velocidade
calculada no item (a), y é a aceleragdo do sistema que acabamos de calculare t é o
instante de tempo desejado.

Tomando a raiz positiva da equagao (t com sentido fisico desejado) temos

VvV +2ay —v

v

Finalmente, o tempo que levara entre o instante t, e o instante em que o préximo
bloco comegara a cair é

At=t— 1t
onde t e ty sdo conhecidos.

(c) O trabalho que a forga de tragdo aplicada no tltimo bloco até o momento que o
bloco de sua frente caia é dado por

d
W=J T.dx
0

onde d = [(N — N3) — 1]a.




E importante ressaltar que T = m - y(n) onde y(n) é uma fun¢do que descreve a
aceleracdo do sistema quando 1 blocos estdo em queda. Portanto, a forga que realiza
o trabalho é uma forga varidvel. Do item anterior, sabiamos que quando N3 blocos
estavam em queda tinhamos

Da mesma forma, quando 1 blocos estiverem em queda teremos

n

Y(m) = NE

Além disso, no intervalo de integragdo utilizei d = [(N — N3) — 1]a porque este é o
deslocamento que precisa ser feito até que o bloco a frente do tiltimo bloco esteja em
queda, resultado esse que é derivado da geometria do problema.

Dito tudo isso, pode-se escrever

a 2a d
W:JT1-dX+J Tz-dX—|—...+J T(N,NS)q-dX
0 a d—1

(N—N3)—1

w= ) J T, - dx

(N3 —T1)+1i

onde T; = m- g é construido de forma consistente com o problema. Note

que quando i = 1 temos uma aceleragao vy relativa a N3 blocos em queda, o que se
refere a primeira parcela do trabalho

J T] dx

0

e assim por diante, conforme iteramos 1.

Para esse desenvolvimento foi explorado o fato de que a aceleragdo desse sistema
segue 0 mesmo comportamento da fun¢do maior inteiro, o que significa que en-
tre deslocamentos a consecutivos a aceleragéo (e a forca de tragcdo no dltimo bloco)
serdo constantes, mas variam para um valor maior depois que o deslocamento é
concluido.

Por fim, o trabalho que a forca de tragdo aplicada no tltimo bloco até o momento
que o bloco de sua frente caia é dado por




e N 2a N; + 1 d N-2
W:ng-—g-dx+J mg - 3N+ -dx+...+J mg - ——— - dx

0 N a d—1 N
wz%[N3+(N3+1)+...+(N—z)]
W= mge (N+N3;—2)- (N—N3;—1)
N 2

onde a ultima passagem foi feita considerando uma progressdo aritmética de a; =
N3, a, = (N —2) e quantidade de termos (N — N3 —1).

Questao 8

Considere que uma particula de massa m esta fazendo uma trajetoria circular de raio

—

, onde o é uma cons-

tante e r ¢ a distancia do centro da rotagdo. Além disso, a grandeza L = mr?4 ¢ con-

servada (ndo varia com o tempo e por isso L é uma constante, 0(t) representa a equacao
horaria do dngulo). Determine qual a condigdo sobre « para que exista um minimo de
energia e também determine qual o raio finito que minimiza a energia.

Use que o minimo da energia neste caso coincide com o ponto em que a derivada é nula,

dE _
@]ro - O

constante e esta submetida ao seguinte poténcia central, U(r) =

=18

Solugdo: Pode-se escrever a energia mecanica da particula como

mv? &« @ mw?rt o

E:K e —_ = _
+U(r) 2 +r 2 +r

onde foi utilizado que v = wr, com w = %, uma vez que ndo ha referéncias a forcas

na diregdo tangencial ao movimento, portanto trata-se de um movimento circular uni-
forme e vale a relagdo utilizada.

Sabendo que a particula estd submetida a uma energia potencial dependente apenas
da posicdo, temos a atuagdo de uma forga conservativa o que nos permite dizer que
dE = 0. Além disso, derivando a equagdo da energia mecénica em relagdo a r e igua-
lando a zero (condi¢do de minimizagdo de energia), temos

de| 2 LA o,
5] - -2, 0= -3

Além disso, derivando mais uma vez em relagdo a r, encontramos




2
] = {mwz—i——a} >0
To

T03

[dzE

dr?

£ Lo 2 . ;. .
onde é necessario que [%} > 0 para garantir que trata-se de um minimo de energia.
To

Assim,
oc>_mw2r3__mc62 o :>(X>_gc
2 o 2 02 2
— a>0

Portanto, a condigdo imposta sobre « para que exista um minimo de energia é que
o > 0 e o raio finito que minimiza a energia é
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Questao 1

Um bloco de madeira e um revoélver estdo firmemente fixos nas extremidades opostas de
uma longa plataforma montada sobre um trilho de ar. sem atrito. O bloco e o revélver
estdo separados por uma distancia L. O sistema estd inicialmente em repouso. O revolver
dispara uma bala que o abandona com uma velocidade v, atingindo o bloco e nele se
encravando. A massa da bala é m;, e a massa do sistema revoélver-plataforma-bloco é m,,.

(@) Qual é a velocidade da plataforma imediatamente ap6s a bala sair do revélver?

(b) Qual é a velocidade da plataforma imediatamente apés a bala atingir o repouso den-
tro do bloco?

(c) Qual é a distancia percorrida pela plataforma, enquanto a bala estd em transito entre
o revolver e o bloco?

R

Uy

(e - - Plataforma

-

Figura 1: Sistema do exercicio 1.

Solugdo:

(a) No inicio, todos os corpos estdo em repouso, portanto o momento linear total do
sistema p, é nulo, e conserva-se nesse valor uma vez que a todo instante ndo ha
forcas externas atuando na direcdo horizontal. Assim,

po=p=0

onde p é o momento linear do sistema depois que o revélver foi disparado e a bala
escapa do seu cano, isto é

P=1p vy —m, v, =0

onde aqui adotamos o sentido positivo para a velocidade como sendo para a direita
e negativo para a esquerda. Além disso, v, é a velocidade do sistema revélver-
plataforma-bloco apés a bala sair do revélver. Dessa forma,

myp
Vo =,V
P




(b) O momento linear total do sistema desde o momento em que a bala sai do revélver
até o momento em que atinge repouso total quando encravada no bloco é nulo.
Entdo, se a bala possui sua velocidade reduzida a zero, 0 mesmo acontecerd com
a velocidade da plataforma, caso contrario o momento linear do sistema nao seria
conservado, o que é absurdo. O que ocorre é que a interagdo entre a bala e o bloco
via forgas internas sdo responséveis por desacelerar o movimento de ambos, sem a
mengdo a nenhum tipo de forca externa.

Analiticamente,

— _ / !
O=mp vy —Tp -V, =My -V, + M-V,
onde vy, e v, sdo as velocidades da bala e do sistema revélver-plataforma-bloco ime-
diatamente ap6s a bala atingir o repouso. Assim,
_ A r_
O=my-v, = v, =0

e concluimos que a velocidade da plataforma imediatamente ap6s a bala atingir o
repouso dentro do bloco sera zero.

(c) Colocando o referencial na bala, a velocidade do bloco em relagdo a bala sera
constante e igual a (vy, + v,). O tempo até que a colisdo ocorra é dado por

L

At= ————
(Vb "‘Vp)

Durante esse tempo, a plataforma percorre uma distancia em relagdo ao solo de

Lv,

As=v, At=—FP _
STV (o + vy)

Questao 2

Uma montagem experimental de seu laboratério de fisica consiste em dois deslizadores
sobre um trilho de ar horizontal sem atrito. Cada deslizador carrega, sobre si, um forte
ima, e os imas estdo orientados de forma a se atrairem mutuamente. A massa do des-
lizador 1, com seu imd, é 0,100 kg, e a massa do deslizador 2, com seu im4, é 0,200 kg.
Vocé e seus colegas sdo instruidos a tomarem como origem a extremidade da esquerda do
trilho e a centrarem o deslizador 1 em x; = 0, 100 m e o deslizador 2 emx; = 1, 600 m. O
deslizador 1 tem um comprimento de 10,0 cm, enquanto o comprimento do deslizador 2
€ 20,0 cm, e cada deslizador tem o centro de massa localizado em seu centro geométrico.
Quando os dois deslizadores sado largados a partir do repouso, eles se movem até se en-



contrarem e grudarem um no outro.

(a) Determine a posigdo do centro de massa de cada deslizador no momento em que eles
se tocam.

(b) Determine a velocidade com que os dois deslizadores continuardo a se mover ap6s
grudarem. Explique seu raciocinio.

Figura 2: Sistema do exercicio 2.

Solugio:

(a) E conhecido que
MaCM - Fext

onde Fe € 0 somatodrio de todas as forcas externas atuando em todas as particulas
do sistema.

Como os imds estdo sendo mutuamente atraidos através da forca magnética (que é
de igual magnitude e direcdo porem sentidos contrdrios atuando nos imas), pode-
mos dizer que Fey = 0 na direcdo horizontal. Portanto, o centro de massa do sistema
deve possuir a todo instante velocidade constante.

Dessa forma, como o sistema parte do repouso (velocidade inicial nula), o centro de
massa do sistema fica fixo no seu ponto de origem durante todo o movimento de
aproximagdo dos conjuntos deslizadores/ima.

Seja Ly = 0,100 m o comprimento do primeiro deslizador e L, = 0,200 m o com-

primento do segundo deslizador. Do enunciado, sabemos que o centro de massa de
L, L

cada deslizador localiza-se em — e 72, respectivamente. Sabendo que a origem do

nosso sistema de coordenadas se localiza na extremidade esquerda do trilho, pode-
mos escrever a equagao para o centro de massa do sistema de dois deslizadores:

. LIRS + myx;
™ (my + my)




onde x; = 0,100 m e x, = 1,600 m sdo a posi¢do do centro dos deslizadores em
relacdo a origem do nossos sistema de coordenadas. Além disso, podemos dizer
que, no momento em que os deslizadores se chocam, vale

/ / L]
X2:X1+?+7

onde x; é a posicao do centro do primeiro deslizador e x) é a posicdo do segundo
1 2

deslizador no momento do choque. Isso é justificado por causa da geometria do

problema, e vocé pode conferir esse argumento observando a ilustragdo abaixo:

L1/2 Ly/2

‘Pt

| |

: : x
) ¢ + >

O ,m'l |Igz

| :

| |
I Iy

| |

| |

| |

Ainda no momento em que os deslizadores se chocam, sabendo que o centro de
massa nao pode se mover, é necessario que vigore

myx; + moXx;

T ey
M (my +my)

Portanto, comparando com a outra equagdo utilizada para calcular o centro de massa
e sabendo que em todo esse tempo ele ndo saiu do lugar segundo argumentos ja es-
tabelecidos, temos

/ /
mix; + mMoXxo mix; + mpX,; , ,
= — MyX; + MyX; = MyX; + mMpX,

(mi+my)  (my+my)
, , L Ly .
Como sabemos que x; = x| + > + S5 entdo

/ ’ L] Lz
miXxq + myX; = m1X1 —|—m2 X] + ? _|_ 7

1 Li+L,
R - =1
..x1—( , N {qu—i—mz (xz 3 )} ,000 m




onde o tltimo resultado foi obtido utilizando que m; = 0,100 kg, m, = 0,200 kg,x; =
0,100 m,x; = 1,600 m,L; =0,100m e L, = 0,200 m.

L L
Como descobrimos que x; = 1,000 m e sabemos que x; = x] + 7] + 72, temos

L L
=X+ =+==11
X; =X + > + > , 150 m
Dessa forma, a posi¢do do centro de massa de cada deslizador no momento em que
eles se tocam em relagdo a extremidade esquerda do trilho é x; = 1,000 m para o
deslizador 1 e x; = 1,150 m para o deslizador 2.

(b) Mesmo ap6s os deslizadores se chocarem, ndo hé razdes para que a condi¢do im-
posta sobre o centro de massa de modifique. Reconhecemos que as tnicas forgas
atuantes na horizontal sdo as de origem magnética, e que apds os deslizadores se
chocarem essa condigdo ndo muda. Portanto, apés o choque, eles se juntam e atin-
gem o repouso, conservando o momento linear total do sistema no comego (nulo).

Questao 3

Na molécula de amoénia (NHj;), trés dtomos de hidrogénio (H) formam um tridngulo
equildtero, com o centro do tridngulo a uma distancia d = 9,40 x 107" m de cada 4tomo
de hidrogénio. O 4tomo de nitrogénio (N) estd no vértice superior de uma pirdmide, com
os trés 4tomos de hidrogénio formando a base. A razdo entre as massas do nitrogénio e
do hidrogeénio é 13,9 e a distancia nitrogénio-hidrogénio ¢ L = 10,14 x 10~ m.

(a) Qual a coordenada x do centro de massa?

(b) Qual a coordenada y do centro de massa?

H

Figura 3: Sistema do exercicio 3.



Solugao:

(a) Em primeiro lugar, precisamos definir o referencial. Para tanto, tomarei o eixo y
de forma que o eixo passa pelo centro de massa do atomo de Nitrogénio e é per-
pendicular ao plano onde se encontram os trés atomos de hidrogénio exatamente
no ponto central do tridngulo equilétero, por conta da simetria da pirdmide. Além
disso, tomarei o eixo x como sendo pertencente ao plano em que os 4tomos de hi-
drogénio estdo contidos, perpendicular ao eixo y e coincidindo com o centro de
massa de um dos atomos de hidrogénio. No final, os eixos ficardo muito parecidos
com os que estdo apresentados na figura da questdo, entdo considero que agora ha
uma descri¢cdo sem ambiguidade do referencial.

Um fato a ser utilizado agora é um resultado bem conhecido a respeito do centro de
massa. Queremos saber o centro de massa da molécula de NHj3, para tanto, devemos
reconhecer que

MT‘NH3 = MnNTN + MH;TH;

onde T\, TN € Th, s30 0s vetores que localizam o centro de massa da molécula de
amonia, do dtomo de nitrogénio e dos dtomos de hidrogénios, respectivamente, e
M, my e my, sdo as massas do sistema como um todo, do 4tomo de hidrogénio e da
tripla de hidrogénios, respectivamente.

Basicamente o que essa equacgdo estd dizendo é que a soma vetorial do vetor cen-
tro de massa do dtomo de nitrogénio com o vetor centro de massa da tripla de
hidrogénios é igual ao vetor centro de massa da molécula de amoénia. Esse é um
resultado que deriva do teorema que afirma que para encontrar o centro de massa
de um sistema de particulas podemos encontrar o de duas ou mais partes do sis-
tema e depois somar os resultados vetorialmente.

Por simetria, como todos os atomos de hidrogénio possuem a mesma massa, entdo
o centro de massa da tripla de 4tomos de hidrogénio se localizard exatamente no
centro do tridngulo equilatero, ou seja, coincide com a origem do nosso sistema de
coordenadas. Logo, Ty, = 0. Assim,

= gy = N g L
mn
1
Do enunciado, sabemos que M _ ——, assim
MmN 13, 9
. 13,9 |

N TR




Além disso, da figura da questdo, sabemos que

= ~
TN :T‘N']

onde j é o vetor unitario que aponta na diregdo positiva do nosso eixo y e vy é 0
modulo de 7. Esse médulo pode ser obtido através do teorema de pitdgoras com o
tridngulo de lados L e d, também dados pelo enunciado da questdo. Dessa forma,

(TN)2+d2:L2 = Ty = 4/L2_d2: \/(10’14‘]0,]])2_(9)40.107”)2
S TNA3,80-107""m

Por fim,

= 13,9 ~ s
™NH; = ——=TNj~3,13-100"j m
16,9
Isso significa que, dado o sistema de coordenadas escolhido no inicio da solugdo, a
coordenada x do centro de massa é x = 0 m, enquanto que a coordenada y do centro
demassaéy =3,13-107" m.

(b) Resposta e desenvolvimento para esse item dados nos pardgrafos anteriores. y =
3,13-107" m.

Questao 4

Uma mola de constante elastica k e massa desprezivel possui uma de suas pontas co-
nectada a um bloco de massa M e a outra ponta estd fixada a uma parede. O sistema
estd inicialmente em equilibrio e a superficie ndo possui atrito. Uma bala de massa m,, é
disparada em dire¢do ao bloco com uma velocidade vy,

(a) Assumindo que a bala atinge o repouso dentro do bloco, qual a velocidade do sis-
tema bala-bloco apés a bala atingir o repouso e qual a distancia percorrida pelo sistema
quando ele atinge o repouso pela primeira vez? Considere que o tempo que a bala
demora para atingir o repouso dentro do bloco é desprezivel.

(b) Agora assuma que a bala consiga atravessar o bloco e saia dele com uma velocidade
wp/2. Desprezando o tempo que a bala demora para atravessar o bloco, encontre a
velocidade do bloco quando ele comeca a se mover e a distancia percorrida por ele até
atingir o repouso pela primeira vez.



Solugao:

(a) Sabendo que o tempo que a bala demora para atingir o repouso dentro do bloco
é desprezivel e que ndo ha forcas externas na horizontal, podemos considerar que
o momento linear total do sistema imediatamente antes da colisdo da bala com o
bloco e imediatamente depois é conservado. Dessa forma, podemos escrever

My
mp-Vvp = (M + MV &= v =—-—"——v,
o M) [y + M)

onde v’ é a velocidade do sistema bala-bloco ap6s a bala atingir o repouso.

Além disso, como ndo hd mengdo a forgas dissipativas, podemos dizer que a ener-
gia cinética total do sistema bala-bloco inicial é totalmente convertida em energia
potencial eldstica da mola (relativo a deformagdo maxima). Assim, é verdade que

1 n 1 e+ M) 1
Z(mb—l—M)v —zkx &= x=v T = MpVp e 7 M)

onde x é a distancia percorrida pelo sistema bala-bloco quando ele chega ao repouso
pela primeira vez. O que ocorre é que ap6s a colisdo da bala com o bloco, estes
deformam a mola até que finalmente atinjam o repouso, que é o que nos permite
escrever a equagdo de conservagdo de energia dessa forma.

(b) Imaginando que a bala consiga atravessar o bloco e sair dele com velocidade v, /2,
e sabendo que o tempo que a bala demora para atravessar o bloco é desprezivel,
podemos dizer que o momento linear total do sistema é conservado e a equacao fica
da forma

MpVyp
M

mbvb:mb\%‘f‘Mv — V=

onde V é a velocidade instantanea que o bloco adquire ap6s a bala abandoné-lo.
Além disso, nesse momento, o bloco comegard a deformar a mola até que atinja o re-
pouso, mais uma vez nos permitindo escrever a seguinte equagdo para a conservagao
da energia mecanica do sistema:

1 2_] 2 - IM_meb / 1

onde x é a distancia percorrida pelo bloco até atingir o repouso pela primeira vez.




Questao 5

Uma bala de 5,20 g que se move a 672 m/s atinge um bloco de madeira de 700 g inici-
almente em repouso sobre uma superficie sem atrito. A bala atravessa o bloco e sai do
outro lado com velocidade reduzida para 428 m/s.

(a) Qual a velocidade final do bloco?

(b) Qual a velocidade do centro de massa do sistema bala-bloco?

Solugio:

(a) Como nao ha forcas externas na horizontal e considerando que o tempo que a
bala atravessa o bloco de madeira é desprezivel, podemos dizer que o momento
linear do sistema se conserva e, entao,

oV —V{)  0,00520 - (672 — 428)

mbvb:mbv{)—l—MV(:>V:m M i
)

~ 1,81 m/s

(b) Colocando o referencial no bloco apés a bala atravessa-lo, a coordenada do centro
de massa admitindo que ndo hd movimento na vertical é dada por

. _Mpg'—ol-mbré’_ My Ty,
M7 T M+my) (M +my)

Derivando dos dois lados em relagdo ao tempo, temos

My "

M + my)

onde v; é a velocidade da bala em relacdo ao bloco depois de atravessa-lo, isto é,
vy =v, —V =428 — 1,81 ~ 426 m/s. Assim,

o 0,00520
M= 0,7 +0,00520)

<426 ~ 3,1426 m/s ~ mtm/s




Questao 6

Considere um foguete que estd no espaco sideral em repouso em relagdo a um referencial
inercial. O motor do foguete deve ser acionado por um certo intervalo de tempo. Deter-
mine a razdo de massa do foguete (razdo entre as massas final e inicial) nesse intervalo
para que a rapidez original do foguete em relacdo ao referencial inercial seja igual:

(a) arapidez de exaustdo (rapidez dos produtos de exaustdo em relagdo ao foguete);

(b) a duas vezes a rapidez de exaustdo.

Solucao:

(a) Considere um referencial em que o foguete coincide com o eixo horizontal x. Cha-
maremos a massa inicial do foguete de My, a massa do foguete em um instante
qualquer de M(t), o médulo da velocidade de exaustdo em relacdo ao foguete de
Ve = —(v —V) onde v é a velocidade de exaustdo em relacdo ao referencial men-
cionado no inicio e V a velocidade do foguete em relacdo ao mesmo referencial.
Adotando uma convencdo onde V > 0 e v < 0, temos que V¢ > 0 (o que era de
se esperar porque é um modulo). Devemos considerar também que a velocidade
de exaustdo Vg = constante, uma vez que ndo hd dados que permitam afirmar o
contrério.

Além disso, sabendo que ndo ha a atuagdo de forgas externas na horizontal, o mo-
mento linear total do sistema deve ser conservado nessa dire¢do, o que nos permite
afirmar que

P(t+ At) =P(t) & (M(t) —dm)V(t + At) +vdm = M(t)V(t)

Reescrevendo,

M(t)(V(t + At) — V(1)) + dm(v — V(t + At)) = 0

Dividindo por At de ambos os lados e aplicando o limite At — 0 temos

dv dm dm av av
M(t)aﬂv—v(t))a—o = M- Ve - Ve
Miam 1 (v M,
= —| ——=—| dV = Vi=V¢-In—
JT\/[() M(t) VE J;) f E f
Vi
= %—e Ve




Queremos que V; = Vg, entdo

My 1
Mo_e

(b) Da equacdo encontrada para a razdo entre a massa final e inicial do foguete no
item (a), temos, para Vy = 2V¢

M1
M, €2
Questao 7
Considere a seguinte reacdo nuclear:
A+A—=B+C

onde duas particulas A idénticas, de massa m, colidem e tem como produto dessa reagdo

3 )
uma particula B, de massa 5 m, e uma particula C, de massa zm. Além disso, a reagado

pode resultar em uma diferenca de energia Q entre a energia cinética final e inicial Q =
K¢ — K;. Adotando o referencial do laboratério tal que uma particula A estad em repouso
e a outra colide com ela com uma velocidade v e a particula B é emitida com um angulo
¢ em relacdo ao vetor velocidade V. Ja no referencial do centro de massa, o angulo de
espalhamento da particula B é 0, em relacdo a V. Determine uma expressdo para Q em
termos de v, 0 e ¢.

Solucdo: Em primeiro lugar, é necessério tratar o sistema antes e depois da reacdo
nuclear no referencial do laboratério. Para tanto, utilizaremos do fato de que nesse

referencial a velocidade de B é Vi que faz um angulo ¢ em relagdo ao vetor velocidade

. . . . 1
Vv e a velocidade de C é Vc. Também, consideraremos que mg = -m, mc = Zm e

2
. . ) mv- v
que nesse referencial a velocidade do centro de massa é dada por vem = Pl

constante por conta da auséncia de forga externa resultante. Observe a ilustracdo a
seguir que representa a situagdo do sistema imediatamente antes e imediatamente
depois da reagdo nuclear, com as devidas notagdes.




l

Conservando o momento linear, uma vez que ndo ha forca externa resultante, temos

. 3 . 1 L e
mv:zmvB—i—zmvc — 2V =3Vp + V¢

Como o momento linear é conservado, os vetores da tdltima equagdo devem formar
um tridngulo e valerd a lei dos cossenos:

3’03 Vo

2v

V& = 3vi +2v* — 12vvg cos d
Além disso, Q = K¢ — K; nesse referencial é calculado por
3 1 1
K —K; = (vaé + —mvzc) — Emv2 = %(3\)23 +vE —2v%)

Indo além, analisando dessa vez o referencial coincidente com o centro de massa do
sistema e mantendo o mesmo padrdo de notagdes, temos que antes da reagdo nuclear
a velocidade de cada componente A era:




v A%
VA1 —V—VCM—V—E_Z
v v
VAZ—O—\)CM: —_— = = —=
2 2

Ou seja, os dois componentes A possuem velocidades de mesma magnitude e direcéo,
porém sentidos contrérios, o que era de se esperar posto que o centro de massa deve se
localizar exatamente no meio dos dois componentes (porque possuem mesma massa)
e deve se manter na mesma posigdo o tempo inteiro (porque parte do repouso e nado
hé a atuacdo de forcas externas).

Procurando uma maior clareza visual, a seguir ha uma ilustragdo do sistema antes e
depois da reagdo nuclear no referencial do centro de massa:

7 7
g

Podemos perceber que antes da reacdo o momento linear total do sistema era zero
(porque temos dois componentes de massa massa e velocidades iguais em magnitude
porém contrdrias em sentido). Esse momento deve ser conservado para os produtos
da reagdo assim como a posic¢do inalterada do centro de massa, uma vez que hé a
auséncia de forca externa resultante. Portanto,

3 L, 1 . . / /
zmvé—l—zmv’czo = W = Ve = v =9

Além disso, relacionando os vetores no referencial do centro de massa com os vetores
no referencial do laboratério,

N <y

—/ — —
VB =VB —VCM = VB —

O que nos permite mais uma vez utilizar a lei dos cossenos porque esses vetores de-
vem formar um tridngulo, isto é




2

2
v A%
Vg = 7 TVE +Wcos® = Vg vvpcos+ (z—vé) =0

Cuja solugdo obtida através da férmula de Bhaskara para vg com significado fisico
(vg > 0) implica que

1
v = 1 (vz + 4v§ — 2vcos 04/ v sin” 0 +4sz)

Ja a quantidade Q = Ky — K; nesse referencial sera

3 / 1 ’ 1 m ’ ’

Ke—Ki = [ Smvg + -mvd ) — -mv? = —(3v@ +vZ —V)
4 z 4

Mas Q néo varia diante de uma mudanca de referencial, entdo o Q encontrado no

referencial do laboratério deve ser igual ao Q encontrado no referencial do centro de

massa, portanto

m
4

m

7 (Bvg +vZ —V) = 3(vg —vE) + (v —VvE) +v =0

(3vg +vE —2v%) =

Entretanto, sabe-se através dos célculos anteriores que

1
v = a (vz +4vi —2vcos 04/ v2sin? 0 + 4\)2]3)
vZ =9
V& = 3vi +2v* — 12vvg cos d

Portanto podemos substituir essas trés informagdes na equacio 3(vZ — vi) + (vZ —
V&) +v? = 0 e obter vg em fungdo de v, 8 e ¢, cuja simplificagdo é




v2sin? 0 cos? 0

Vi =
B 4(cos? ¢ — cos? 0)

m e ~ ~
Portanto, como Q = —(3v4 + v& — 2v?) e possuimos v e vc em fungdo de v, entdo,

mais uma vez, substituindo essas informag¢des na equagdo para Q, no referencial do
laboratério, encontramos

mv? [ 3(sin 0 cos 0)?
4 | cos? ¢ — cos?0

Q= +2

Questao 8

Uma bala de massa m e velocidade v atravessa um péndulo de massa M com um fio de
comprimento | conforme mostra a figura 4. O péndulo esta inicialmente em repouso e

P £ . . v . o
ap0s atravessa-lo a bala sai com uma velocidade . Qual deve ser a velocidade minima

da bala para que o péndulo complete uma volta ao longo do circulo?

Figura 4: Sistema do exercicio 8.

Solugao: Uma vez que ndo ha forgas externas atuando na dire¢do horizontal, o mo-
mento linear total do sistema deve ser conservado imediatamente antes da bala colidir
com o péndulo e imediatamente depois de atravessa-lo. Assim,

v 2mv
= —_ M = —_—
mv m3+ V & V M

onde V é a velocidade do péndulo imediatamente depois da colisdo.




Além disso, para que o péndulo consiga dar uma volta completa e analisando a ve-
locidade minima da bala para que isso ocorra, a resultante centripeta no topo do tra-
jetoria ser igual a forga peso atuando no péndulo (porque T = 0 é o caso limite) é uma
condigdo necessaria e suficiente, ou seja

MV/Z
l

=Mg & V' =,/gl

onde V' é a velocidade minima do péndulo no ponto mais alto para conseguir passa-
lo e prosseguir para finalizar uma volta. Por conservacdo de energia para o péndulo,
temos

1 1
szz = Mg(21) + ZMv'2 & V?=4gl+gl=5gl

. 2mv
Assim, como sabemos que V = M temos

2mv M
V= S_M = \/591 — v= m\/sgl
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Questao 1

Um disco uniforme de massa M e raio R estd rotacionando livremente ao longo do eixo
vertical com uma velocidade angular inicial w,. Em seguida, areia é despejada a uma
taxa constante p no disco formando um filete bem fino de raio ry (1o < R).

(@) Qual a aceleracdo angular do sistema enquanto a areia estd sendo despejada?

(b) Qual a taxa de variagdo da energia cinética rotacional do sistema com o tempo? Apds
quanto tempo a energia cinética rotacional do sistema é reduzida para metade do seu
valor inicial?

Solugdo:

(a) Antes do primeiro grdo de areia ter sido depositado no disco, o seu momento
angular era

MR?
2

JI—OZIOWOZ “ Wy

E necessério que o momento angular seja conservado durante a deposicio da areia
no disco, uma vez que nao ha torque externo resultante diferente de zero. Em t > 0,
o sistema sera constituido pelo disco de massa M e raio R juntamente com o filete
de areia de raio 1y e massa m(t) = ut, cujo momento de inércia resultante serd a
combinagdo de um disco com um anel, ou seja

MR?
2
[ =10+ lareia = T + ptrg
E 0 momento angular serd constante e igual a Ly a todo instante. Isso significa que
conforme o momento de inércia é incrementado, ha uma diminuigdo na velocidade
dL

angular. Como T = §; e nesse caso podemos dizer que L = Iw, entdo

dL dI dw urdw
T=U= T & +I1— =priw+1 = 0=
0 " tw " uryw = o I

. Lowg .
Pela conservagdo do momento angular, sabe-se que w = I entdo

ulowor]
T2
2
ondel =

+utrd, nos permite afirmar que com o passar do tempo a desaceleragdo

se torna cada vez mais intensa, a adi¢do da areia ao sistema fara o disco eventual-
mente parar de rotacionar.




(b) Sabendo que a energia cinética rotacional é dada num instante qualquer por

1
Kot = zlwz, entdo

dK. 1 /dI 1
dtOt =5 (sz + ZIwoc) =3 (nrjw?® + 2lwa)
Lowo nlowors ) : )
Entretanto conhecemos w = T x = T etambém I = > + ptrg, por-

tanto a taxa de variagdo da energia cinética rotacional do sistema com o tempo esta
completamente determinada.

1 I 2 1
Além disso, reconhecendo que K(t) = zIw2 = % ondel = ZMR2+ wtr, temos
(Towo)?
Kt) = ———F7F"—
(t) MR? + 2putr}
IV T
Queremos que K(t) = ZKO = ZIOwO, entdo
110w2 — M
47770 MR2 + 2utrl
NS
- 2pur?

Questao 2

Uma arruela de ago com momento de inércia I, é montada no eixo de um motor. Apoés
a arruela atingir uma acelera¢do angular w,, o motor é desligado e a arruela comega a
desacelerar até atingir uma velocidade angular w; no instante t;. Neste momento, uma
segunda arruela com momento de inércia I; é colocada sobre a primeira e demora um
tempo T até comegar a se moverem sincronamente. Apods isso, elas levam um tempo T’
desacelerando até enfim pararem.

Considere que o eixo do motor exerce um torque friccional constante durante todo o pro-
cesso e independente da velocidade. Fornega as respostas dos seguintes itens em termos
apenas das constantes fornecidas no enunciado.

(@) Qual a aceleracdo angular da primeira arruela ap6s o motor ser desligado e antes de
colidir com a segunda arruela?

(b) Qual o impulso angular durante o processo de colisdo entre a primeira e a segunda
arruela?

(c) Qual a velocidade angular das duas arruelas imediatamente ap6s elas comecarem a
se mover juntas?



(d) Qual a aceleragdo angular das arruelas ap6s o fim do processo de colisdo?

Solugao:

(a) Por definigdo, a aceleracdo angular média « é dada por

Aw  wi—wy
At 4

X =

(b) Sabendo a aceleragdo angular «, podemos afirmar que o torque friccional foi de
oo, e ele terd esse mesmo valor durante todo o processo, como afirmado no enun-
ciado. O impulso angular é dado pelo produto entre o torque aplicado e o intervalo
de tempo em que é aplicado. Considerando que o “processo de colisdo” é o que
ocorre durante o tempo T mencionado, entdo

IO X T
é o impulso angular desejado.

(c) Retomamos que o impulso angular é igual a diferenca de momento angular, o
que nos permite escrever que

I()O(T =AL = Ifwf — Io(,U]

Onde I; = (Io + I;) é o momento de inércia do sistema composto pelas duas arruelas
e wy é a velocidade adquirida pelo conjunto quando estdo sincronizadas as arruelas.
Portanto,

Io

—(Io T (w7 4 o)

Ws =
(d) Uma vez que o torque friccional é constante, entdo é imediato que

Lyoo = Try

onde y é a aceleragdo angular do conjunto de arruelas ao fim do processo de colisdo.
Dessa forma,

= o
YT L




Questao 3

Considere um disco em queda devido ao efeito da gravidade como na Figura 1. O disco
apresenta uma massa M, momento de inércia I e além da velocidade de queda, apresenta
uma velocidade angular w.

(@) Qual é o torque que a gravidade exerce sobre o disco em relagdo a um ponto sobre a
linha vertical s6lida?

(b) Para qual velocidade v o momento angular do disco em relagdo a um ponto na linha
s6lida é nulo?

Figura 1: Sistema do exercicio 3.

Solugdo:

(a) Tomando um ponto ) qualquer da linha sélida e sendo r o vetor posi¢cdo do
centro de massa do disco em relagdo a Q, temos que o torque do peso por definicao
é dado por:

T =r x Fp = —Mgbk

onde o sinal negativo aparece porque convenciono que ke positivo para fora do
plano e pela regra da mdo direita percebemos que o torque é para dentro.

(b) O disco apresenta dois tipos de movimento: uma rotagdo em torno de um eixo
normal ao plano da Figura 1 e que passa pelo seu centro de massa, e uma translacao
com respeito a um ponto na linha sélida. Portanto, o seu momento angular é dado

por




L = Iwk + rom x Mv = (Iw — Mbv)k
O momento angular serd nulo quando o termo dentro do parénteses zerar, isto é

Iw
w VvV & V Mb

e esta é a velocidade que desejdvamos encontrar.

Questao 4

Uma esfera oca de raio 0,20 m possui momento de inércia I = 0,060 kgm? sobre uma
linha que passa através de seu centro de massa. A esfera rola sem escorregar em uma
superficie inclinada em 45° em relacdo a horizontal. Na posigdo inicial, a energia cinética
total da esfera é de 17 ]. Responda:

(a) Quanto dessa energia cinética inicial é rotacional?
(b) Qual é a velocidade do centro de massa da esfera na posigdo inicial?

(c) Quando a esfera se move 1,0 m acima da inclinagdo de sua posigdo inicial, qual é o
valor da energia cinética total e da velocidade de seu centro de massa?

Solugdo:

(a) Sabendo que a esfera rola sem escorregar, podemos dizer que v = wr. De forma
geral, a energia cinética da esfera pode ser escrita como a soma da energia cinética
relacionada a translagdo do seu centro de massa com a energia cinética da sua rotagao
em torno do eixo normal ao plano que passa pelo seu centro de massa, ou seja

1 1
K= zmv2 + zlw2

Usando v = wr,

1 1
K= zm(wr)z + zI(,UZ

. . 2
Como se trata de uma esfera oca, seu momento de inércia é 1 = gmrz, entdo

3 1 5
K= >lw’+ sIw? = =1
4w+2w 4w

Sabendo que K =17 J e I = 0,060 kg - m?, temos

2




4F
2 - ~226,652
w 51 ,y0S

e . 1 I
Ja que a energia cinética rotacional é zIw2 entdo substituindo o valor calculado para

w?, encontramos

K‘rot ~ 6’ 8 ]

(b) Uma vez que conhecemos a energia cinética total (17 J) e sabemos qual parcela
desse total se dedica exclusivamente a energia cinética rotacional, para saber quanto
resta de energia cinética associada a translagdo do centro de massa basta calcular a
diferenga, isto é

KCM :K_K‘rot - ]0,2]

1 2K
Mas, por defini¢do, Kem = zm\%M — vem = rrCLM' Sua massa pode ser

encontrada através do momento de inércia I = gmrz = 0,060 kg - m? posto que

31
sabemos seu raio r = 0,20 m, isto é m = 707 = 2,25 kg. Portanto,

/2K
Vem = M ~ 3,0m/s
m

(c) Uma vez que nao foi disponibilizado uma desenho do sistema, assumirei que os
“1,0 m acima da inclinagio de sua posigdo inicial” mencionados no enunciado signifique
que a esfera rola 1,0 m ao longo da superficie inclinada em sentido ascendente. Pelo
teorema da energia cinética, a variacdo da energia cinética da esfera é igual ao tra-
balho da forca resultante que atua na mesma. Como ndo ha atrito e sabendo que a
componente do peso perpendicular ao plano inclinado se anula com a for¢ca Normal,
a forca resultante atuando na esfera é a componente do peso ao longo da superficie
inclinada, isto é P, = mgsin45°. Dessa forma,

S

Wp, = AK —> Py-d=—mgsind5” -1 =AK . AK =-2,25-9,8- 5~ ~—15,6]
onde o sinal negativo aparece pois a forca P, é contraria a direcdo do deslocamento
da esfera, que é ascendente. Portanto, a energia cinética total apds esse desloca-
mento de 1,0 m ao longo da superficie inclinada sera de 1,4 ], que é a diferenga da
energia que a esfera possuia no inicio (17 J) com o quanto ela perdeu (15, 6 ]).

K'=1,4]




Ja a velocidade do seu centro de massa pode ser obtida mais uma vez considerando
a energia cinética total do sistema como a soma da sua energia cinética rotacional

. S v ~
com a translacional, e efetuando a substituicdo w = — para obter uma expressdo em
T
funcdo da velocidade, isto é

1 1 v2 I
r_ = 7 1 _
K’ = va —|—ZIw 5 (m—l——rz)

2
Retomando que I= gmrz, entao

6K’
n
Vo= 5m

= v/ =~ 0,86 m/s

Questao 5

Um dipolo elétrico é um par de cargas iguais e opostas, +q e —(, separadas por uma
distancia d. O momento de dipolo elétrico p associado ao dipolo é o vetor p = qd onde |d| = d

e d aponta de —q para +q (Figura). Considere um dipolo elétrico situado num campo
elétrico E uniforme.

(a) Mostre que a resultante das forgas elétricas aplicadas ao dipolo é nula, mas que o
torque resultante é dado por

T=pxE

(em relagdo a qualquer ponto).

(b) Mostre que a energia potencial do dipolo no campo é dada por

U=—p-E

Identifique as situagdes de equilibrio estavel e instavel do dipolo no campo.




+ q

Figura 2: Sistema do exercicio 5.

Solucao:

(@) O moédulo da forga elétrica entre duas cargas é dada pela lei de Coulomb F, =
2

que satisfaz a terceira lei de Newton e portanto constitui um par de agdo e

a2’
reac¢do, cuja soma vetorial é nula. Além disso, devido a existéncia do campo elétrico
uniforme E, existird uma forca elétrica F, = qE e F_ = —qE atuando nas cargas +q

e —(q, respectivamente, cuja soma vetorial também é nula. Portanto, a resultante das
forcas elétricas aplicadas ao dipolo é nula.

Para avaliar o torque, primeiro tomemos um referencial R qualquer no espago. Seja
Q um ponto arbitrario do espaco, com posicdo ro em relagdo ao referencial R. Consi-
derando a posi¢do da carga +q como r; e a da carga —q como r, também em relagdo
a R, o torque T aplicado ao dipolo e com respeito a () é

T = (1r; —19) X (qE) + (rz — 19) % (—qE)
=(q(r; X E) — q(r; X E) + q(rg-<xE — 1< E)
=q(ri1—1) XxE=qdxE=pxE
Como queriamos demonstrar.

(b) Sabemos que uma quantidade infinitesimal de trabalho dW devido ao torque T
¢ dW = 1-d0 onde dO é a variacdo angular infinitesimal. Também, pela natureza
conservativa da forga elétrica, podemos dizer que dU = —-dW — dU = —1-d®o.
Integrando essa relacdo dos dois lados,

[au=-z-ae




Usando o torque calculado no item (a), temos que

u= —JT-de = —J(p x E)-d6 = —J—pEsinede = —pEcos® + C
Adotando que para 0 = 90° teremos C = 0, a expressdo reduz-se para

U=—p-E

Como queriamos demonstrar.

No que se refere a situagdo de equilibrio estavel, sabemos que isso ocorre quando hé
um minimo de energia potencial. Sabendo que U = —p - E, isso ocorrerd quando o
produto escalar for igual a 1, isto é, quando o vetor p for paralelo ao vetor E, ou seja,
quando o dipolo estiver na horizontal com a carga negativa a esquerda e a carga
positiva a direita, uma vez que a expressdo para U ja carrega um sinal negativo
consigo. Ja em relagdo ao equilibrio instavel, isso ocorre quando hd um méximo de
energia potencial, ou seja, quando o produto escalar for igual a —1, o que significa
que os vetores estdo antiparalelos (dipolo na horizontal com carga negativa a direita
e positiva a esquerda), o dipolo é espelhado em relacdo ao caso de equilibrio estavel.

Questao 6

Demonstre o seguinte teorema dos eixos perpendiculares: o momento de inércia de uma
placa (Idmina delgada) plana de forma arbitraria em relacdo a um eixo Oz perpendicular
a seu plano, com a origem O no plano da placa, é a soma dos momentos de inércia da
placa em relacdo aos eixos Ox e Oy que formam com Oz um sistema de eixos ortogonais.

Solucao: A demonstragdo desse teorema dos eixos perpendiculares se d4 por uma
justificativa geométrica, portanto disponibilizo uma ilustra¢do do sistema para facili-
tar a dissertacao:




v
Ny

v

A tripla de eixos x, y, z indicada representam os eixos de rotagdo a que vamos calcular
os momentos de inércia. Além disso, a interse¢do entre os trés eixos € a origem do sis-
tema de coordenadas, o que nos permitird descrever sem ambiguidade as grandezas
Px, Py € P, — as distancias perpendiculares entre a particula de massa infinitesimal dm
e os respectivos eixos de rotagao.

Note que, pela defini¢do de momento de inércia, sendo I, = f p2 dm o momento de
inércia relativo ao eixo «, temos

Ile[p,zcdm, I :indm, Iz:Jpﬁdm

Mas, como os trés eixos sdo mutuamente perpendiculares, pela geometria do pro-
blema podemos utilizar o teorema de pitdgoras para afirmar que

o} = pi + 05

E entdo segue que

IZ:Jpﬁdmzj(pi+pﬁ)dm:indm+Jpﬁdm:IX+IU

Como queriamos demonstrar.




Questao 7

Uma particula de massa m inicialmente com uma energia E, viaja livremente até se apro-
ximar de um ntcleo atdmico. A particula é afetada pelo nicleo devido a um potencial
central V(r), onde r é a distancia entre o nicleo e particula. Suponha que V(r) = 0 se
T > 10. Considere que a particula possui um pardmetro de impacto b. O parametro de
impacto, aqui, é definido como a distancia perpendicular entre o vetor velocidade inicial
da particula e o centro do ntcleo. Apds a particula ter interagido com o nicleo e ela es-
tiver a uma distancia r > 1, deste, o vetor velocidade final fara um angulo 6 com o vetor
velocidade inicial. Considere o centro de coordenadas no ntcleo, e que o plano formado
pelos eixos x,y contenha o vetor velocidade inicial da particula.

*Considere sempre o momento angular em relacdo ao eixo de rotacdo que passa pelo
nucleo e é perpendicular ao eixo xy.
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Figura 3: Sistema do exercicio 7

(@) Qual é 0o médulo do momento angular da particula, logo antes da particula comegar
a interagir com o nicleo?

(b) Seja ¢ o angulo que o vetor velocidade faz com o vetor posicdo exatamente no ins-

tante em que a particula para de interagir com o ntcleo. Determine sin ¢ em termos de
0.

(c) Determine o médulo do momento angular no instante em que a particula para de
interagir com o ntcleo em termos de ¢, 1y, m e o mdédulo da velocidade da particula
neste instante.

(d) Determine qual é o médulo da velocidade da particula no instante em que a particula
para de interagir com o ntcleo.

(e) Determine sin ¢ em termos de E, V(1y), 19, b, m.



Solugao:

(a) Antes da particula comegar a interagir com o ntcleo o seu potencial era nulo,
entdo toda a sua energia era cinética. Nesse caso,

Ezlmv2 — v= Z—E
2 m

é a velocidade imediatamente antes da particula comecar a interagir com o ntcleo.
Por defini¢do, seu momento angular é dado por
Ly=rxp

onde r é o vetor posicdo da particula em relagdo ao ntcleo e p o momento linear da
particula em relagdo ao ntcleo. Dessa forma,

Lo =DbVv2Em

é o médulo do momento angular da particula, onde utilizei que a distancia perpen-
dicular entre o nticleo e o vetor p é a distancia b indicada na Figura 3.

(b) Sendo r’ o vetor posi¢do da particula exatamente no instante em que para de
interagir com o nucleo, reconhecendo que [r'| = 1y uma vez que é a partir dessa
distancia que a particula para de interagir com o ntcleo, e sendo v’ a nova veloci-
dade da particula, temos

Ly=L'
isto é, 0o momento angular do sistema é conservado entre o instante imediatamente

antes da particula interagir com o ntcleo e imediatamente depois de parar, uma vez
que a Unica forga atuando na particula é central e ndo realiza torque. Dessa forma,

bvV2Em = romv’sin ¢
/2E . TP .
Note também que v = |/ —, isto é, a energia cinética do sistema também é con-
m

servada, uma vez que forgas centrais sdo conservativas e nos instantes de referéncia
ndo hé energia potencial (r > 1¢). Assim,

bV2Em = romy/ % sin ¢

b
— sinp = —
To




(c) Omoédulo do momento angular imediatamente ap6s a particula parar de interagir
com o ntcleo, por defini¢do, é igual a

L'=r'xp’ = L'=mrpv'sind

2E
onde sabemos que v/ = gt

(d) Por conservacdo de energia, sabemos que a velocidade da particula imediata-

. . . E .
mente depois de parar de interagir com o nicleo é dada por v/ = {/—, isto é, a
m

energia cinética do inicio serd a energia cinética do final e isolamos a velocidade.

Questao 8

Uma roldana de massa m,, e raio R com momento de inércia I em relagdo ao seu centro,
estd presa na borda de uma mesa. Um cabo ideal de massa desprezivel e inextensivel
passa em torno da roldana e é preso ao bloco 2 que desliza sobre a mesa (considere que
o cabo ndo deslize sobre esta). O outro lado do cabo é preso a um bloco 1 que estd em
queda. O coeficiente de atrito dindmico em da mesa com o bloco é u. Suponha que o bloco
1 e 2 tenham massas respectivamente m; > m,. Qual a acelera¢do dos blocos? Compare
seu resultado para o caso em que a roldana possui massa nula e discuta o que ocorre com
as tragoes.

Solucdo: Para facilitar a argumentacédo, disponibilizo um diagrama do sistema com
as respectivas grandezas indicas:

T

Wlp

A

T > far

mag

\FY




Escrevendo a segunda lei de Newton para os dois blocos, temos:

m1g—T1 =1 a

T, —fg = mpa

onde fos = uN = um,g uma vez que no bloco 2 a for¢a peso m,g se equilibra com a
forca Normal.

Além disso, analisando os torques na roldana, podemos convencionar o sentido de
rota¢do anti-hordrio como positivo para afirmar

T, + 1T, = T{R—THR = I«x
Multiplicando as equagdes obtidas para os 2 blocos por R dos dois lados das equagoes

e agrupando, temos

m;gR — THR =m;aR
TR —um;,gR = m,aR

T, +TT2 =T1R—T2R =Ix

A ~ a ~ .
Somando as trés equagdes e usando que o« = g porquea corda ndo desliza, encontra-
mos

I
m;gR —um,gK = aR (m1 +m; + @)

g(m; —um,;)

I
(ml +m; + @)

No caso em que a roldana possui massa nula, seu momento de inércia I também sera
zero, e a equacdo dos torques resultard em

a=

TR-TR=0 — Ty =T, =T

Ou seja, as tragdes que puxam os blocos se tornam iguais. Com essa nova configuragéo,
mig—T=ma’
T—umpg = mya’

Somando as equagdes,




r_ g(my; —um,)
(my +m;)

. | . <
O que difere por um fator R adicional no denominador em rela¢do ao outro resultado.

Isso significa que a’ > a, isto é, a aceleragdo do sistema quando a roldana possui
massa zero é maior do que quando nao o é.

Questao 9

Um objeto de massa 0,20 kg move em uma superficie horizontal sem atrito e esta fixado
a um eldstico de borracha de comprimento x, a outra extremidade do eldstico esta fixada
no ponto P. O eléstico exerce uma forga de magnitude F = bx tal que, b uma constante
desconhecida. A forca do eldstico aponta para dentro em dire¢do a P. O corpo move ao
longo da linha pontilhada da Figura 4. Quando o objeto passa no ponto A, sua velocidade
é de 4,0 m/s, como ilustrado. A distancia AP é 0,60 me BPé 1,0 m.

(a) Ache a rapidez do objeto nos pontos B e C;
(b) Ache a constante b.

—0bpm—es —I056 []]—-’

FT

1,0 m

g -
B

Figura 4: Figura questao 9.

Solucdo: O momento angular do sistema deve ser conservado porque a forga peso
se anula com a for¢a normal entre o objeto e a superficie horizontal (assumo que a
Figura 4 é uma visdo de cima do sistema), e a for¢a do eldstico no objeto atua na
mesma dire¢do que o vetor posi¢do com respeito ao ponto P, produzindo um torque
externo nulo.

(a) Sabendo que L = [¥ x p| = rmv é uma constante, onde r é a distancia do ponto P
até o objeto, temos que




La=Lg & 1V =TpVvp & vb::—ava:O,6va:O,6-4,0:2,4m/s
b

E também que
T
[a=Lc & TqVq =TcVe &= Ve = —Vg =V =4,0m/s
C
Onde utilizou-se r, =1, =0,6 mer, = 1,0 m.

(b) Posto que as tnicas forgas envolvidas no sistema sdo forgas conservativas, a ener-
gia mecanica no ponto A é igual a energia mecénica no ponto B, isto é

1 1 1 1
zmvlz1 + zbri = zmv% + zbrﬁ — b=

m(vg —vi)
T2 — 12

=3,2N/m

Questao 10

Uma haste rigida e de massa desprezivel esta ligada a trés particulas de massa m. A haste
estd livre para girar em um plano vertical em torno de um eixo, sem fric¢do, perpendi-
cular a haste através do ponto P e é liberada do repouso na posi¢ao horizontal em t = 0.
Assumindo que m e d sdo conhecidos, encontre:

(a) O momento de inércia do sistema (particulas e haste) em relagdo ao ponto P;
(b) O torque agindo no sistema em t = 0;

(c) A aceleragdo angular do sistema em t = 0;

(d) A aceleragdo linear da particula 3 da Figura 5 em t = 0;

(e) A energia cinética maxima do sistema;

(f) A velocidade angular maxima atingida pela haste;

(g) O momento angular maximo do sistema;

(h) A velocidade maxima da particula 2 da Figura 5.

2d
- uh—
m m » m
]

Figura 5: Figura questao 10.



Solugao:

(a) Por definicdo, o momento de inércia é calculado através de

I= E myr?
i

2

i

Onde m; é a massa da particulaie r
eixo de rotacdo. Portanto,

I=m Z_d 2+m Q 2+m 4—d 2—Zmd2
N 3 3 3 3

(b) O torque agindo no sistema em relagdo ao ponto P (denotado por Tp) serd cal-
culado com a convengdo de que a tendéncia de rotacdo no sentido anti-horario esta
associada a torques positivos e o oposto vale para os torques negativos, entao

o médulo da distancia entre a particula e o

44 d 2d
Tp =T+ T2 — T3 = Mg ?+§_? =mgd

onde T1; denota o torque devido a particula i.

(c) Como o momento de inércia é constante, podemos dizer que tp = Ix, onde « é
a aceleracdo angular. Dessa forma, utilizando o momento de inércia calculado no
item (a) e o torque no item (b), temos

o =—

I~ 7maz 94

(d) Sabendo que ndo ha nenhum tipo de deslizamento, podemos dizer que a = ar
onde a é a aceleracdo linear e r é a distancia entre a particula de referéncia e o eixo
de rotagdo. Entdo, para a particula 3 da Figura 5 em t = 0, e utilizando a aceleracgdo
angular calculada no item (c), temos

2d 2
Q=0 — =z
: 379
(e) Por conservagdo de energia e adotando como nivel de potencial gravitacional zero

o plano que contém a haste inicialmente, podemos dizer que

2 4
O:U—i-EC:mg(?d—%—?d)—i-Ec & E.=mgd

E a energia cinética maxima porque trata-se da configuracdo da haste na vertical,
onde a energia potencial é minima (duas das particulas estdo abaixo do ponto P).




(f) A energia cinética se devera apenas a rotacdo (deduz-se do enunciado que a haste

~ . . Lw?
ndo pode transladar, ¢ um movimento de rota¢do pura), portanto E. = > =
E. < . . . .. .
w = T e entdo w serd méximo quando E. for identicamente maximo, cujo valor

foi calculado no item (e), isto é

2 /

Wmax = mg d = 6_9
Zmd2 7d
3

(g) O momento angular é dado por L = Iw. Posto que o momento de inércia é
constante, o seu valor serd maximo quando a velocidade angular for igualmente
maxima, o que foi calculado no item (f), ou seja

7 [6g 14
Lmax:I max — 5 z. -5 = -
w 3md 74 md 3 gd

(h) A velocidade da particula 2 é dada por v; = wr,. Sabendo que r, = g éa

distancia entre a particula 2 e o eixo de rotagdo, constante durante todo o movi-
mento, entdo v, serd maximo quando w for méximo, o que ja foi calculado no item

(f), entdo
B d Jeg d  [2gd
Vame = Pmax =070 73 =V 2




