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Apresentagao do curso.

2. sexta-feira, 23 de abril de 2021

O curso de céalculo diferencial consiste principalmente no estudo das propriedades bésicas das fungoes de
uma variavel real. Central no curso serd o conceito de derivada que, por sua vez, serd introduzida por meio
do conceito de limite de uma funcao. A nocao de limite é provavelmente a mais complicada deste curso
(talvez do inteiro cédlculo diferencial).

Os conceitos derivada e de integral (este segundo sera tratado no préximo semestre, no curso de Calculo
Diferencial e Integral II ) foram inventados por Gottfried Leibniz e Isaac Newton no final do século XVII,
depois de um longo caminho de estudos e tentativas, feitos a partir da metade do século anterior.

A derivada e a integral respondem ao problemas, respectivamente, do cdlculo das tangentes a uma curva

e da area de uma regiao do plano.
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Qual é a reta tangente? E possivel calcular a &area da

regiao colorida?

Os dois problemas ocuparam os estudos dos filésofos e dos mateméticos da antiquidade (naquelas épocas,
nao tinha separacao nos estudos das vérias disciplinas). Depois de periodos de profunda crise da matématica
ao longo dos séculos centrais do primeiro milénio, devido a fatores histéricos, a matematica ocidental voltou
a crescer entre o VIII e o XIII século, a época de ouro da civilisagdo arabe. Em seguida, o fator crucial
para o desenvolvimento das pesquisas a partir de 1500 na Europa foi a invencao da imprensa por Johannes
Gutenberg em 1455. !

A construgao da derivada de Leibniz e Newton tinha uma particularidade curiosa: o método levava a

resultados corretos, mas matematicamente era errado. Em particular, eram usados niimeros infinitésimos

Formas de impressao mecéanicas eram realizadas na China bem antes, a partir do ano 1000, mais ou menos.
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que nao se sabia bem o que queriam dizer. Nao eram zero, mas... o que eram? O fato de ter obtida, por
outro lado, a verdadeira nocao de derivada, ou seja, independentemente da palavra usada, “derivada”, o
conceito de velocidade, de tangente, de area, de taxa de variacao, permitiu no século de 1700 resultados
enormes, em particular nas aplicagoes da Fisica. Os nomes de Johann Bernoulli, Jakob Bernoulli, Leonhard
Euler Joseph Louis Lagrange Carl Friedrich Gauss, entre outros, protagonizaram cem anos de descobertas
sensacionais. O comego da revolugao industrial, geralmente colocado por volta de 1750, tem muito a ver
com isso.

A ambiguidade da construcdo de Leibniz e Newton foi enfrentada no comego do século de 1800 por
Augustin Cauchy. Em 1821 ele publicou o livro Cours d’Analyse, o livro em que ele resumiu suas aulas,
uma espécie de Guidorizzi daquela época, No livro, Cauchy introduziu um conceito novo: o limite. Usando
o limite, a definigdo de derivada (e de integral) pode finalmente ser enunciada sem as ambiguidades de
Newton e Leibniz. Em tal forma chega aos nossos dias de hoje. Cauchy operou uma escolha que poderiamos
definir “brutal”, eliminando drasticamente os nimeros infinitesimos que desde entdao foram “banidos” da
matematica.

A nogdo de numero infinitesimo foi exilada, mas nao cancelada. O matemdtico Abraham Robinson,
que nasceu alemao e viveu em varios paises, publicou em 1960 o livro Nonstandar Analysis. Nesta obra
a andlise matematica é completamente reformulada sem o uso dos limites, porém recuperando e definindo
rigorosamente os nimeros infinitésimos. Na andlise ndo standard todos os resultados do calculo diferencial
continuam valendo e s@o redemonstrados. A invencao deste tipo de abordagem ao calculo diferencial é
nao menos extraordinaria daquela que historicamente se consolidou. K. Goedel acreditava que este tipo de
matemadtica ia substituir a abordagem tradicional (eliminando portanto o conceito de limite). Esta previsao
nao se realizou, por enquanto. Seria interessante investigar porque. Eu nao tenho conhecimento de debates
sobre a questao.

Antes de entrar no coracdo do curso, que comeca pelo conceito de funcao, lembramos algumas nocoes

bésicas de légica elementar, teoria dos conjuntos, niimeros reais.

A demonstragao ¢é talvez o conceito mais complicado ou delicado que a matemaética tem. Demonstrar uma
proposi¢ao (o um teorema, que é a mesma coisa) significa verificar que a partir de uma hipdtese A seque

uma tese B. Por exemplo, vamos ver o seguinte
Teorema 1. Se amanha chover, irei levar o guardachuva.
O dia seguinte podem se verificar quatro situagoes:
chove levo o guardachuva
chove nao levo o guardachuva

nao chove levo o guardachuva

nao chove nao levo o guardachuva
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Se acontecer a primeira situagao, o teorema é verdadeiro, porque da hipétese segue a tese. No segundo
caso, o teorema seria falso, porque da hipdtese nao segue a tese. Caso se verifiquem a terceira ou a quarta
situacao, o teorema é verdadeiro. Porque aquilo que é importante nao é se eu levo ou nao o guardachuva,
mas se a hipdtese provoca a tese. Se hipdtese nao é verificada, a tese estd liberada de qualquer obrigacao.

Em outras palavras, o seguinte é um teorema substancialmente diferente do teorema 1.
Teorema 2. Amanhd irei levar o guardachuva.

Fica claro entender se o teorema acima ¢é verdadeiro ou falso (dependendo do meu comportamento
amanha). No primeiro teorema, nao se trata de provar se B é verdadeira, mas se A implica
B. A diferenga é profunda.

Exercicio 1. Observe os dois teoremas seguintes e comente se eles dizem as mesmas coisas (ou seja, se sao
verificados nos mesmos casos). Teorema 1: Se Maria joga, nosso time de futebol ganha. Teorema 2: Se

Maria nao joga, nosso time de futebol ndo ganha.

Exercicio 2. Escreva a negacgao da frase seguinte: Antonio e José sao altos acima de I'mt e 80.

O conceito de conjunto serd pensado como conceito primitivo, ou seja, colecdo de objetos. Nao iremos
aprofundar a teoria dos conjuntos. Essa maneira de tratar os conjuntos nao é correta, mas é pratica e ao
nivel dos nossos objetivos funciona. Quero somente deixar para vocés a observacao seguinte: imaginem o
conjunto formado pela turma de vocés. Depois imaginem o conjunto de todas as turmas da USP. A turma
de vocés é ao mesmo tempo um conjunto e um elemento de um outro conjunto. E assim podemos continuar:
o conjunto de todas as turmas da USP é um elemento do conjunto que contém, como elementos, o conjunto
de todas as turmas da USP, da UFABC, da UNICAM. Este tltimo conjunto possui portanto trés elementos.

Parece tudo tranquilo, mas considere
o conjunto de todos os conjuntos.

Este conjunto nao existe. Sua definigdo leva a uma contradigdo nao resolvivel. Leiam por exemplo este

texto. O problema é tamém conhecido como Paradoxo de Bertrand Russell.
Definicao 3. Dados dois conjuntos A e B, definimos
interes¢ao de A e B o conjunto ANB={z:z€Aexec B}
unido de A e B o conjunto AUB={z:z€ Aouz € B}

Do ponto de vista da notagao, {x : * € Aex € B} significa o conjunto dos elementos x tais que z
pertence a A e x pertence a B

Definigao 4. Dados dois conjuntos A e B, dizemos que A é contido em B se cada elemento de A é um
elemento de B. Dizemos também que A é um subconjunto de B, com o simbolo A C B.

Por exemplo o conjunto dos alunos do curso de MAT111 é um subconjunto dos alunos da USP. E impor-
tante saber que todo conjunto possui um subconjunto abstrato, chamado conjunto vazio e denotado pelo
simbolo (.


https://webpages.ciencias.ulisboa.pt/~gmferreira/conjuntos.pdf
https://webpages.ciencias.ulisboa.pt/~gmferreira/conjuntos.pdf
https://pt.wikipedia.org/wiki/Paradoxo_de_Russell

Atencao ao exemplo seguinte que coloco para esclarecer o uso correto dos conceitos acima: o nimero 1
nao é um subconjunto de N, pois é um elemento de N. Existe ao mesmo tempo o conjunto formado pelo
numero 1, denotado por {1}. Este sim é um subconjunto de N. Portanto é correto dizer que 1 e {1} s@o
duas “entidades” diferentes.

Exercicio 3. Seja dado o conjunto {1,2,3}. Determine explicitamente todos seus subconjuntos.

Exercicio 4. Prove as propriedades distributivas: dados trés conjuntos A, B e C,
1) Au(BNC)=(AUB)N(AUCQC),
2) AN(BUC)=(ANB)U(ANC),

e as Leis de De Morgan: dados trés conjuntos A, B e C contidos num conjunto U,

3) CU(AUB) =CyANCyB,
4) CU(AQB) =CyAUCyB.

Nos itens 3) e 4) acima o simbolo Cy A (pego ele como exemplo para todos os outros) denota o conjunto
dos elementos que estdao em U, e ndo estdo em A. CyA é chamado complementar de A em U.

Muito importante: o que significa provar que dois conjuntos E e F' sao iguais. Significa provar que
possuem exatamente os mesmos elementos. Dessa forma, o método para provar que £ = F' é o seguinte:
primeiramente, se deve-se provar que cada elemento de E é também um elemento de F. Depois, deve-se
provar que cada elemento de F' é também um elemento de E. Desta forma, no primeiro passo se prova que
E C F, no segundo que F' C E. A consequéncia é & = F.

Exercicio 5. Escreva a uniao e a intersecao dos conjuntos A e B da lista seguinte. Diga se vale A C B ou
B C A. Determine A\B e B\A.

O conjunto A\B — chamado diferenca entre A e B — é definido como o conjunto dos elementos que
pertencem a A e nao pertencem a B. E um conceito diverso do conceito de complementar. Aqui nao é

necessariario assumir que B esteja contido em A.

1. A= (0, 1), B = [0, 1] 2. A= (—O0,0), B = [_]_’5]
2n n

=2 nen) o= 2 e

3 om+ 1 neN n+1 neN

4. A=(0,2)U(3,4), B =[2,3] 5. A= (=3,0], B=[-2,2)

Nos exercicios acima, estamos considerando alguns “intervalos”. O leitor que nao conhece a defini¢ao de

intervalo, pode pular os relativos itens do exercicio.

Exercicio 6. Invente alguns pares de conjuntos A e B e responda as mesmas questoes do exercicio 5.

O sistema numérico que serd utilizado no curso serd o conjunto dos nuimeros reais, R é o simbolo. Nos
objetivos do curso nao entram a definicdo ou a construcao aprofundadas do conjuntos dos ntimeros reais.
Portanto nos limitaremos aos conceitos intiuitivos e simplificados.

Consideramos como conhecidos os conjuntos

e N, dos ntimeros inteiros nao negativos, incluindo zero. Nao todos os livros incluem 0 em N.



e 7, dos numeros inteiros negativos, positivos, incluindo zero.
e (, dos nuimeros racionais, ou seja, os quocientes do niimeros inteiros, que podem ser também representados
como decimais limitados ou ilimitados periédicos.

Em Q sao definidas duas operacgoes, soma e produto e uma relacdo de ordem ou ordenamento. Essas

operagoes verificam algumas propriedades importantes, que sao bem conhecidas e que nao vamos demonstrar.

S1) Propriedade comutativa da soma: Ya,b € Q, a+b=b+ a;

S2) Propriedade associativa da soma: Ya,b,c € Q, (a +b) +c=a+ (b+¢);

S3) Ezisténcia do elemento neutro da soma: Ya € Q, a+ 0 =a e 0 é dito elemento neutro da soma;

S4) Ezisténcia do oposto: Ya € Q existe um elemento de Q, b, dito oposto de a, tal que a + b = 0.
Este oposto b pode ser denotado por —a e a operagao a + (—a) = 0 pode ser escrita simplesmente
a—a=0.

P1) Propriedade comutativa do produto: Ya,b € Q, ab = ba;

P2) Propriedade associativa do produto: Ya,b,c € Q, (ab)c = a(bc);

P3) Ezisténcia do elemento neutro do produto: Ya € Q, a-1 =a e 1 é dito elemento neutro do produto;

P4) Ezisténcia do inverso: Ya € Q, a # 0, existe um elemento de Q, b tal que a - b = 1; b é dito inverso

de a e pode ser escrito como 1/a.
A propriedade distributiva liga soma e produto:

SP) Va,b,c € Q, (a+ b)c = ac+ be.

Em Q é definida uma relagdo de ordem. Em geral, uma rela¢do de ordem em um conjunto (também
chamada ordenamento) é uma relacao bindria, ou seja, uma lei que associa uma informagao a cada par
de elementos do conjunto. No caso da relacao de ordem, a cada par de elementos a e b do conjunto C
investigado o ordenamento associa a informacgao a < b, ou seja a é menor o igual a b, ou também escrevo
a a esquerda de b. O que significa na pratica? Pego um conjunto C' de trés elementos: uma banana, uma
pera, uma laranja. Defino um ordenamento em C' dizendo que banana < pera, pera < laranja, laranja <
banana. Esta relagao tem uma utilidade? Nao sabemos por enquanto.

Nao todas as relacoes bindrias sao ordenamentos. Uma relacao de ordem é corretamente definida, num

conjunto C, se verifica as trés propriedades seguintes:

O1) (propriedade reflexiva) a < a, para todo a € C;
02) (propriedade antisimétrica) se a < b e b < a, antao, a = b;
03) (propriedade transitiva) se a < be b < ¢, antao, a < c.

Voltando a Q, a relacdo a < b é uma relagao de ordem. O leitor pode verificar usando simplesmente (sem
muita sofisticagdo) o conhecimento basico sobre “<”.
O ordenamento em Q se relaciona as operagoes de soma e produto gragas as duas propriedades seguintes:

OS) Va,b,c € Q,se a < b, entdao a+c¢ < b+¢;
OP) Va,b,c € Q, con ¢ > 0, se a < b, entdo ac < be.

Exercicio 7. A OP acima é muito importante. Esquecer ela leva a erros ingénuos. Como exercicio, mostre
com um o dois exemplos que a OP ¢ falsa se ¢ for negativo.



O simbolo a < b deve ser pensado como a < b e a # b.

Exercicio 8. Dé exemplos, da vida real, de relagoes de ordem e de relagdes que nao sao de ordem.

O conjunto Q possui portanto duas operagoes, soma e produto, e uma relacao de ordem, com as varias
propriedades enunciadas acima que podem verificadas (nos nao o faremos). Por isso Q foi uma base numérica
para a matemaética antiga de toda a area do Mediterraneo, da regiao babionés até a India. Infelizmente a
escola pitagorica descobriu que a medida da diagonal do quadrato de lado 1 nao pode ser calculada em Q.
Em outras palavras ndo existe nenhum nimero em Q cujo quadrado seja 2.

A demonstracao serd feita na préxima aula.

3. segunda-feira, 26 de abril de 2021
Para a demonstragao do ultimo fato mencionado na aula anterior, veja-se o pdf da lousa da aula.

Um numero real é definido como um alinhamento decimal, limitado ou ndo, periodico ou nao, com sinal.
O leitor podera usar também as operagoes conhecidas de soma o produto nos niimeros reais, assim como a
relagao de ordenamento que tal sistema possui, e trabalhar sem particular problema com as propriedades
algébricas das operacgoes e do ordenamento, que sao geralmente conhecidas.

Em particular, conjunto dos niimeros reais, denotado por R, verifica todas as propriedades de soma,
produto e ordenamento que foram enunciadas para os nimeros racionais.

Exercicio 9. Prove as propriedades seguintes, usando unicamente as 11 propriedades de soma produto e
ordenamento, aplicadas agora aos nimeros reais e nao somente aos racionais:
1) VaeR,a-0=0;
2) Vae R, a>0= —a <0 (onde —a denota o oposto de a);
3) Ya,be R, se a>0eb<0, entdo ab < 0;
3b) Va,b e R, se a>0eb >0, entdao ab > 0;
3c) Va,be R, sea<0eb<0,entdo ab > 0;
4) Va,b,c € R, se ¢ <0, se a < b, entdo ac > be;
5) Ya,b,e R, com a >0, b > 0, a < b se e somente se a’ < b2.
6) VYa,b,e R, com a >0, b >0, a <b se e somente se 1/a > 1/b;
7) nos itens 4,5,6 vale a desigualdade estrita na tese se for verificada na hipétese?
8) dado a € R, prove que —1 - a é o oposto de a (onde —1 denota o oposto de 1).

O que exatamente pede o exercicio acima? Parece estranho provar que a - 0 = 0, sendo que todo mundo
sabe este fato. A questao é: prove os itens acima sem nunhuma abordagem intuitiva, mas usando como
ferramenta as 11 propriedades. Dito de outra forma: imagine que R seja um conjunto absolutamente
abstrato em que existem duas operacoes chamadas soma e produto e uma relacdo de ordem, que verificam
as 11 propriedades. Assim imagine que 0 e 1 sejam dois numeros abstratos (que poderiam ser chamados
Mnica e Magali) que sdo os elementos neutros de soma e produto. Suponha também (importante) que os

elementos neutros de soma e produto seja tinicos. A partir dai, faca o exercicio acima.

Voltando a R, principal diferenca entre R e Q é uma propriedade importante que R verifica e Q nao. Se
chama propriedade ou axioma de continuidade. Tém véarias possibilidades equivalentes para apresentar a
propriedade de continuidade. Nés iremos escolher a seguinte.
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Definicao 5. Precisamos das defini¢oes seguintes:

(1) Seja E um subconjunto de R. Um nimero real M é dito majorante de E se x < M para todo z € E.

(2) Um numero real m é dito minorante de E se x > m para todo = € E.

(3) O mdxzimo de um conjunto E é o elemento maior, se existe, enquanto o minimo é o elemento menor,
se existe.

(4) Um conjunto F é dito limitado superiormente se admite pelo menos um majorante.

(5) E dito limitado inferiormente se admite pelo menos um minorante.

(6) E dito limitado se é limitado superiormente e inferiormente.
Agora colocamos dois conceitos entre os mais importantes de toda a andlise matematica.

Definicao 6. Se E ¢é limitado superiormente, definimos supremo de E, sup E, o minimo dos majorantes;
se E é limitado inferiormente definimos infimo de E, inf E, o0 maximo dos minorantes. Se E é ilimitado

superiormente escrevemos sup F = +o0o, se F ¢ ilimitado inferiormente escrevemos inf £ = —oc.

Observacgao 7. Cuidado: +0o e —oo nao devem ser tratados como nimeros (ainda menos como os nimeros
maiores e menores de todos). Se trata de simbolos usados para encurtar a redagdo. Em alguns casos, 400
e —oo podem sim ser considerados nuimeros, mas se trata de areas avancadas da matemaética, que voceés

podem procurar se tiverem curiosidade, mas nao nesse curso.

Nos exercicios sobre a determinacao de supremo e infimo de conjuntos é muito 1til usar a caracterizacao
da nocao de supremo e infimo tratada no teorema aqui em baixo. A demonstracao do resultado seguinte foi
feita em sala de aula.

Teorema 8. Dado um subconjunto E de R, um nidmero M € o supremo de E se e somente se satisfaz as

duas propriedades sequintes:

(1) M ¢é majorante de E,
(2) para todo € > 0, existe a € E tal que M — ¢ < a.

Observagao 9. Na matematica, palavras semelhantes podem ter significados muito distantes. Um conjunto
¢é dito finito se possui um numero finito de elementos. Portanto, conjunto finito e conjunto limitado sao

duas coisas bem diferentes.

Chegamos finalmente & propriedade que fundamenta toda a andlise matemética moderna.

Propriedade (ou axioma) de continuidade: um conjunto de nimeros reais, limitado superiormente

(inferiormente) admite supremo (infimo) em R.

A demonstracdo, ndo trivial, ndo é um objetivo do nosso curso.

@ nao verifica a propriedade de continuidade. Prove este fato como exercicio. E uma consequéncia do
fato de que, por exemplo, nao existe nenhum racional cujo quadrado seja 2.

Uma consequéncia da propriedade de continuidade é o seguinte importantissimo resultado.

Teorema 10. (Propriedade — ou Axioma — de Arquimédes.) Dados dois nimeros positivos a e b,

existe um inteiro N tal que a - N > b.



A demostracao foi feita em sala de aula.

Exercicio 10. Determine o supremo e o infimo dos conjuntos seguintes e, se existem, o maximo e o minimo

(2,3) [0, +00)

[—5,1) U (1,4] (0,3] U [3,5]

bt tfufietons) (g
{reQ:22<2} {nfil,neN}
{%,neN,nZl} {%,neN,nZl}U{O}

Observagao 11. O leitor que ja conhece o conceito de limite poderia perguntar (e em sala de aula as
vezes acontece) se épossivel abordar alguns desses exercicios usando o conceito de limite. A resposta é:
absolutamente nao. A razao é a seguinte: se eu digo que por exemplo no caso dos dois ultimos itens do

exercicio 10 lim,_,+, 1/n = 0, a objegao é imediata: qual é a definigao de limite? e porque lim,, o, 1/n = 07
A demonstracao da validade do limite acima é, de fato, filha da resolucdo do exercicio pela definicdo de
majorante/minorante, supremo/infimo. Usar o limite seria como usar um fato A para provar o mesmo .4

(circulo vicioso).

Exercicio 11. (a) O leitor prove, como feito em sala de aula, que nao existe nenhum ndmero racional
cujo quadrado é 2 (ou seja, refaca autonomamente a demonstracao). (b) Prove que que nao existe nenhum

nimero racional cujo quadrado é 3.

Exercicio 12. Suponhamos de trabalhar somente em @Q, ou seja, suponhamos que R nao exista. Seja
A={r€Q:x>0ez?>2}. Prove que inf A ndo existe.

Exercicio 13. Sejam a,b € R, a < b. Prove que entre a e b existem pelo menos um niimero racional e um
namero irracional. O significado do exercicio é observar que entre dois nimeros reais, distintos mas “muito
préximos” (apesar do fato de que “muito préximos” nao é claro o que significa) temos infinitos irracionais

e infinitos racionais.

Exercicio 14. Prove que, dados dois niimeros racionais r e s a soma r + s, é racional. Usando este simples
fato, prove que, se r € Q e a € Q, a + r ndo é racional. Se a e b sdo irracionais, que podemos dizer sobre a

soma deles? E sempre irracional?

Observagao final. A construgao dos niimeros reais, que tem em Georg Cantor e Richard Dedekind seus
maiores, mas nao unicos, protagonistas, pode ser feita de duas formas: a via construtiva e a via axiomatica.
A via construtiva parte da definicio dos nimeros naturais, tudo menos que facil?, se estende aos inteiros

relativos, aos racionais e termina com os reais com a dificil tarefa de definir rigorosamente os niimeros que

2Veja—se , em particular o trabalho de Giuseppe Peano
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“tampam os infinitos buracos” deixados por Q que nao sabe resolver a equacdo z? = 2 e muitas muitas
outras.
Alguns exercicios sobre os temas tratados atéagora.

Exercicio 15. Escreva a negacao das frases seguintes (ndo é importante se elas sdo verdadeiras ou falsas):

a). Para todo z existe y tal que para todo z temos x +y = z.
b). Existe x tal que para todo y h4 y? > x ou existe z tal que z < z.
c). Para todo z que verifica 2 > 2 existe y tal que para todo z ha y% < z + 2.

O exercicio acima é importante porque ajuda a ter mais confiana com os processos logicos. Quando se
tratard de provar que um limite nao existe ou uma fungao é descontinua, serd muitas vezes necessario negar

a definicdo de limite ou a de continuidade.

Exercicio 16. Dados os pares A, B, de conjuntos em baixo, determine AU B, AN B, A\ Be B\ A.

1. 0,2  (1,3) 4. [-1,1); (0,1]
2. (—00,3]; (-o00,1) 5. (—1,+00);  (L,3)
3. L0k (1] 6. {zeR :2* >4}, (1,3).

Exercicio 17. Um outro tipo de relagdo em um conjunto, tao importante quanto um (possivel) ordenamento
é uma relagdo de equivaléncia. Uma relagao entre os elementos de um conjunto F, que podemos denotar

por a ~ b, é de equivaléncia se verifica as trés propriedades seguintes:

e Reflexiva: a ~ a,
e Simétrica: se a ~ b, entdao b ~ a,

e Transitiva: sea~beb~ c, entao a ~ c.

Verifique se as seguintes sao relagoes de equivaléncia em R.

zy <0 zy >0 zy >0

v? =y° x>y r=y

x — y é inteiro x + y é inteiro z(1+y%) =y(1 +2?)
z(l—y?) =yl —2?) r-y€Q -y ¢ Q.

Exercicio 18. Determine supremo e infimo do conjunto seguinte:

127 m C . ..
T e 3'3 .x—2—n,men1ntelros positivos ¢ .

Exercicio 19. Determine supremo e infimo dos conjuntos seguintes e diga se o supremo e o infimo pertencem

aos conjuntos (neste caso seriam também méximo e minimo):
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-2
{3n2n , ondenEN} {—n?+22n + 10, onde n € N}
t+1
{n? —5n+ 3, onde n € N} {7tt2’ 0ndet€R,t>2}
1 1"
NU{——, ondenEN} {( ) 7ondenEN}
n n

n2
{, onde n € N}
n+3

Na apéndice seguinte, fora da ementa do nosso curso (fiquem tranquilos), coloco um resumo da abordagem

axiomatica. Acho que possa despertar uma curiosidade.

intermezzo: abordagem axiomética para definir R

Na definicao seguinte, o leitor deve fazer um esforco: “esquecer” os conhecimentos que tem sobre os niimeros e
pensar no R como num conjunto “abstrato”, encontrado aqui pela primeira vez. Ele sera definido pelas propriedades
que sao aqui dadas como axiomas.

Definigao axiomatica de R. O conjunto R, dito dos "nimeros reais”, é um conjunto onde sao definidas duas
operagoes, soma e produto, uma relagao de ordem e um axioma de continuidade. A soma é uma correspondéncia que
a cada par de elementos a e b de R associa um elemento de R, denotado pelo simbolo a + b, e que deve verificar as

propriedades seguintes:

S1) Propriedade comutativa da soma: Ya,b € R, a+b="0+ a;

S2) Propriedade associativa da soma: Va,b,c € R, (a+b)+c=a+ (b+c);

S3) Emisténcia do elemento neutro da soma: existe um unico elemento de R, denotado por 0, tal que, Va € R,
a+0=ae0édito elemento neutro da soma;

S4) Ezisténcia do oposto: Va € R existe um elemento de R, b, dito oposto de a, tal que a + b = 0. Este oposto b

pode ser denotado por —a e a operac¢ao a + (—a) = 0 pode ser escrita simplesmente a — a = 0.

Analogamente, o produto é uma correspondéncia que a cada par de elementos a e b de R associa um elemento de

R, denotado pelo simbolo a - b, e que deve verificar as propriedades seguintes:

P1) Propriedade comutativa do produto: Ya,b € R, ab = ba;

P2) Propriedade associativa do produto: Ya,b,c € R, (ab)c = a(be);

P3) Euxisténcia do elemento neutro do produto: existe um dnico elemento de R, denotado por 1, tal que, Va € R,
a-1=aelédito elemento neutro do produto;

P4) Ezisténcia do inverso: Ya € R, a # 0, existe um elemento de R, b tal que a -b = 1; b é dito inverso de a e

pode ser escrito como 1/a.
A propriedade distributiva liga soma e produto:

SP) Va,b,c € R, (a+ b)c = ac + be.

Em R é definida uma relacdo de ordem. Em geral, uma relagio de ordem em um conjunto (também chamada
ordenamento) é uma relagao bindria, ou seja, uma lei que associa uma informagao a cada par de elementos do conjunto.
No caso da relagao de ordem, a cada par de elementos a e b do conjunto C' investigado associa a informagao a < b, ou

seja a é menor o igual a b, ou também escrevo a a esquerda de b. O que significa na préatica? Pego um conjunto C' de
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trés elementos: uma banana, uma pera, uma laranja. Defino um ordenamento em C' dizendo que banana < pera, pera
< laranja, laranja < banana. Esta relagao tem uma utilidade? Nao sabemos por enquanto. E um ordenamento??

Nao todas as relagoes bindrias sao ordenamentos. Uma relagao de ordem é corretamente definida, num conjunto C,
se verifica as trés propriedades seguintes:

(1) (propriedade reflexiva) a < a, para todo a € C;
(2) (propriedade antisimétrica) se a < b e b < a, antdo, a = b;

(3) (propriedade transitiva) se a <be b < ¢, antdo, a < c.

Voltando a R, ele é um conjunto onde é definido um ordenamento que se relaciona as operacoes de soma e produto
gracas as duas propriedades seguintes:

0OS) Va,b,c € R, se a < b, entdo a + ¢ < b+ ¢;
OP) Va,b,c € R, con ¢ > 0, se a < b, entdo ac < be.

O simbolo a < b deve ser pensado como a < b e a # b.
Exercicio 20. Dé exemplos, da vida real, de relagoes de ordem e de relagoes que nao sao de ordem.

Exercicio 21. Provar, usando as propriedades acima dos nimeros reais, as propriedades seguintes:
1) Va e R, a-0=0;
2) VaeR,a>0= —a <0
3) Va,beR,sea>0eb<0,entao ab < 0;
) Ya,b € R, se a > 0eb>0, entdo ab > 0;
) Ya,b e R, se a <0eb<0, entdo ab > 0;
) Va,b,c € R, se ¢ <0, se a<b, entdo ac > bc;
)
)
)
)

L W
=3

C

(SN

Va,b,€ R, com a >0, b >0, a <b se e somente se a < b2.
Va,b,€ R, com a > 0,b >0, a <bse e somente se 1/a > 1/b;

nos itens 4,5,6 vale a desigualdade estrita na tese se éverificada na hipétese?

x g O

dado a € R, prove que —1 - a é o oposto de a.

O leitor pode observar que se trata do mesmo exercicio colocado nas paginas anteriores.

O exercicio acima pode desorientar, parecendo ébvio. De fato, queremos que as propriedades acima sejam provadas
s6 usando as 11 propriedades algébricas introduzidas acima em R, que deve ser pensado, como ja foi dito, como um
conjunto abstrato.

Exercicio 22. Dado um conjunto abstrato que admite as duas operagoes de soma e produto e uma relagao de ordem
tal que as 11 propriedades acima sejam verificadas, prove que 0 e 1 sdo necessariamente diferentes. Prove que a soma
e o produto nao podem ser a mesma operagao. Prove que nao podemos ter dois elementos neutros da soma e prove
que nao podemos ter dois elementos neutros do produto. Este inteligente exercicio foi sugerido por alguns alunos do
curso de Anélise Real de 2018.

Pode ser provado que QQ é um conjunto onde podem ser introduzidas as operagoes de soma e produto e a relagao
de ordem tais que as onze propriedades acima sejam verificadas. A demonstracdo disso levaria um tempo.

Vamos agora introduzir o axioma de continuidade, aquilo que diz que R (se existir) ndo pode ser Q. Ou seja, se
existir um conjunto abstrato, que estamos chamando de R que admite uma soma, um produto e um ordenamento com

as onze propriedades acima e que verifica também o préximo axioma de continuidade, ele nao pode ser Q.

3N3o.
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Definicao 12. Dados dois ntimeros reais a e b, é dito intervalo de extremos a e b cada um dos conjuntos seguintes:

[a,b] ={x € R:a < x < b},
[a,b) ={x € R:a < x < b},
(a,b) ={x eR:a<x<b},
(a,b) ={z eR:a <z < b}
O primeiro e o quarto dos intervalos anteriores sao ditos rispectivamente fechado e aberto. Nao esquecemos os
intervalos

O primeiro e o terceiro sao fechados, enquanto o segundo e o quarto sao abertos.

Como o leitor sabe desde os cursos de Calculo, os simbolos 400 e —oo nao denotam elementos do conjunto R, mas

o sfmbolo (—o0,b), por exemplo, denota o intervalo dos ntimeros de R menores de b.

Exercicio 23. Prove que o conjunto R possui infinitos nimeros maiores de zero (que podemos chamar positivos).

Use unicamente as 11 propriedades que definem R e eventualmente consequéncias delas.

Exercicio 24. Dado qualquer b € R, prove que o intervalo (—oo,b) possui infinitos elementos.

Consideramos agora uma sequéncia (infinita) de intervalos fechados, I = [ag, bg] tais que Iy C Ix_1 e by — ap =

bg—1 — ax—1
———— . Na igualdade anterior, o nimero 2, que aparece pela primeira vez, é definido por 2 = 1+ 1, assim como

todos os nimeros inteiros usados para “contar” os intervalos sao definidos como somas de 1. Observe que, acima, se
bo — ag

2k 7
Uma familia de intervalos I como acima é chamada familia de intervalos encaizantes.

o primeiro intervalo da sequéncia é denotado por Iy = [ag, by] temos by — ap =

Axioma de continuidade. Dada uma sequéncia (infinita) de intervalos encaixantes I como acima, existe e é tinico
um elemento de R que pertence a todos os .

Defini¢ao 13. Dado a > 0, se existe um niimero real b > 0 tal que b?> = a, chamamos b de raiz quadrada de a.

Usando o axioma de continuidade poderiamos provar que cada a positivo (ou seja > 0) possui raiz quadrada. Porém
a prova serd feita depois da introducao das fungoes continuas.

Exercicio 25. Usando as propriedades algébricas dos nimeros reais, prove que a raiz quadrada de a > 0, se existir,

é Unica.
O Axioma de Arquimédes pode ser nao dificilmente provado usando o Axioma de continuidade também nesta versao.

Nao tudo é resolvido. Trés problemas interessantes, que nao tenho o tempo material agora de aprofundar, aparecem.
O primeiro é: se R for definido dessa forma abstrata, quem garante que de fato existe? Segunda questao: posto que R
exista, é o Unico sistema numérico que verifica os 11 axiomas algébricos e o Axioma de Continuidade? E finalmente:
posto que as duas questoes acima seja possivel dar resposta afirmativa, como eu consigo identificar em R os nimeros
inteiros positivos? Se consigo isso obtenho automaticamente Z e Q. E portanto os nimeros irracionais. Mas como
defino N? Eu poderia talvez tentar dizer que 1 é natural (1 é identificado como neutro do produto, portanto se sabe
quem é). 141 é natural e continuando assim. Agora o “continuando assim” nao é tao 6bvio. E todas essas perguntas

sao interessantes e nao simples e mereceriam o tempo que eu gostaria ter e nao tenho para responder aqui.
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fim do intermezzo

4. Quarta-feira, 28 de abril de 2021

Definigao 14. Dados A e B conjuntos quaisquer, uma fun¢do f : A — B é una lei que a cada elemento de

A associa um e sé um elemento de B.

Definicao 15. A se chama dominio da fungdo, B é dito contradominio. O conjunto dos valores atingidos
por f se chama imagem de f, denotado por Im (f) ou f(A). Ou seja:

Im (f) ={y € B: existe x € A tal que f(z) = y}.

Im (f) é um subconjunto do contradominio (pode ser igual). Se C' C A, definimos a imagem de C por meio
de f como o conjunto
f(C)={y € B: existe x € C tal que f(z) = y}.

Dados dois conjuntos A e B, o produto cartesiano entre A e B é um novo conjunto, que denotamos pelo
simbolo A x B definido por
Ax B={(a,b):a€ A, be B}.
Agora podemos definir o grdfico de f: A — B, G(f), como
{(a,b) € Ax B: f(a) = b}.

Observagao 16. O leitor deve perceber que a definicao de grafico é uma definicao técnica: um gréfico
nao é um genérico desenho, mas é um conjunto, definido com precisao e que depende de uma funcao dada.
Outra coisa é tentar desenhar o gréfico (coisa, em principio, que pode ser interessante para entender o
comportamento de uma fungao).

Consideramos como conhecidas pelo leitor as fungoes polinomiais e os quocientes de polinémios. Se, em um
exercicio, aparece uma funcao sem que seja denotado explicitamente o dominio, consideramos implicitamente
que o dominio é o maior conjunto possivel onde a funcao pode ser definida. Por exemplo, se encontramos
f(z) = 2%, entendemos que o dominio é R. Por outro lado, a notagdo g : [0,1] — R, g(x) = 22 indica uma
fungao definida somente em [0, 1]. O leitor deve perceber que estas f e g sdo duas fungoes diferentes.

Definigao 17. (de raiz n-esima.) Dados um numero inteiro n > 1 e um nimero real nao negativo z, a

raiz enésima de x, em simbolos {/z, é o niimero nao negativo y tal que y" = x.

Exercicio 26. Prove que, dado = > 0, a raiz quadrada de x é tinica (sugestao: usar a propriedade que liga
o ordenamento e o produto). O que significa este exercicio? Pegamos 7 por exemplo (conhecemos m como
o valor da drea do disco de raio 1, por exemplo). Temos certeza de que existe um nimero real (e positivo)

2 = 7?7 a resposta é sim, mas a prova niao é 6bvia. Iremos provar este fato mais para frente,

a tal que a
usando propriedades das fungoes continuas. Este exercicio é muito mais simples: pede ao leitor provar que,
se existem a e b reais e positivos tais que a? = b?, entdo deve ser a = b. O exercicio quer unicamente o uso

da propriedade OP que relaciona o ordenamento com o produto.
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Vamos resumir a questao da existéncia da raiz no teorema que vem. Que serd provado, como dito no
exercicio acima, depois da introdugéao do conceito de funcao continua. Entretanto, iremos usar a raiz n-ésima

aceitando sua existéncia.

Teorema 18. Dados um numero inteiro n > 1 e um numero real ndo negativo x, existe um numero nao

negativo y tal que y™ = x.
Gragas ao exercicio 26 e ao teorema 18 é corretamente definida a fungao raiz nésima.

A raiz enésima de x, no caso em que n seja impar, pode ser estendida aos nimeros reais negativos. Se
n é impar e x < 0, podemos dar duas defini¢oes equivalentes: (a) a raiz enésima de x serd aquele niimero
negativo y tal que y™ = x; (b) a raiz enésima de z serd aquele niimero negativo y obtido como y = — {/—xz,
onde o valor {/—x é obtido pela defini¢ao 17 (observe que —x é positivo).

Assim a a raiz enésima de x serd uma funcao definida em tudo R se n for impar.

Definigao 19. Dado un ndmero real a, definimos mddulo (ou valor absoluto) de a nimero nao negativo

a sea>0
la| =
—a sea<0.

Exercicio 27. Prove as desigualdades triangulares seguintes: para todos a,b € R, temos

la+bl <lal+1b],  [a—0b|=lal—1b]

As fungbes trigonométricas seno, cosseno e tangente sao definidas intuitivamente a partir da construgao
cldssica que se baseia na circunferéncia de R? centrada na origem e de raio 1. Assim o dominio de senz e
cosx serd R, o dominio de tgx serd {x € R: z # k + n/2, k € Z}. Além disso, cabe lembrar que senz e

cos x sao periddicas de periodo 2w, ou seja
senx = sen (z + 2m), cosz = cos(x+27), VreR.

A tangente é periddicas de periodo w. Além disso, sempre devido a construcao geométrica que aqui nao
vamos aprofundar, é possivel provar que seno e tangente sao impares, ou seja:

senz = —sen (—x), tgx=—tg(—z), VreR,
equanto cosseno é par, ou seja
cosx = cos(—z), VzeR.

Serd importante lembrar os valores de seno, cosseno e tangente de alguns arcos importantes: 0, 7/6, 7/4,
/3, m/2 e os correspondentes deles nos outros quadrantes. Inclusive, as férmulas de soma (e as imediatas
consequéncias delas) serdao importantes: sen (a + b) e cos(a + b).

Concluimos lembrando a férmula mais importante de toda a trigonometria:

2y =1, VreR,

sen 2z + cos
que depende diretamente da definicao de seno e cosseno.
Exercicio 28. A partir das férmulas (que o leitor provavelmente conhece)

sen (a +b) = senacosb+ senbcosa, e cos(a—b) =cosacosb— senasenb,

calcule sen (a —b) e cos(a — b).
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Vamos lembrar aqui, sem dar a prova que pode ser obtida usando a ferramenta classica da geometria
euclidiana, as assim chamadas formulas de prostaférese (que o leitor ndo precisa minimamente lembrar).
Serao utilizadas para calcular os limites das fungoes seno e cosseno.

T4y zT—-y Tty -y
senx — seny = 2cos 5 sen 5 cosT — cosy = —2sen 5 sen 5

Alguns exercicios.

Exercicio 29. Escrever a unido e a interse¢cao do seguinte par de conjuntos A e B. Dizer se vale a relacao
A C B ou B C A. Determinar enfim A\B e B\ A.

A={zeR: Va2 -4>0}), B={rcR:2*>-4>0}.

Exercicio 30. Resolver as inequagoes seguintes.

1. 22-2x-1<0 2. 322—2+4+2>0
z—2 1 24+zx—-1 1
3. > 4 < =
z+1" -1 2 —2x+1 " 2
3 1
5. x4—1x2>1 6. 22<1
2 4 3
7. —+3<--1 8 S+1<a”-1
x T T
9. Vr—1<z-3 10. Vax2+4+2r—1>3—=x
11. Vr—-1</z 12, |2? —dx —5|> —x
13. -z <b+x 14. |—6x+3|>—x+2

Exercicio 31. Sejam A e B dois subconjuntos de R tais que A C B. Prove que sup A < sup B e inf A >
inf B.

1 1
Exercicio 32. Seja A = |J A,, onde, para cada n, 4, = (—1 ~ 5. 1+ —|. Determine supremo, infimo,
n>2 n n

e (se existem) maximo e minimo.

Concluo com um esclarecimento sobre o conceito de intervalo (ndo vou tratar na aula em detalhes). Dados

a e b reais, temos quatro tipos de intervalos de extremos a e b:
[a,b] ={z € R:a <z <b}, [a,b) ={z € R:a <z < b},
(a,b] ={zr € R:a <z < b}, (a,b) ={zr €eR:a <z < b}
O primeiro é dito fechado, o quarto é dito aberto. Os intervalos ilimitados sao os seguintes:
[a,+00) ={x €eR:a <z}, (a,+0) ={z €R:a <z},

(—o0,b) ={r e R:x < b}, (—o0,b) ={z e R:x < b}.



16

Exercicio 33. Considere a seguinte definicao de intervalo: I € um intervalo de R se (e somente se) para
todo x,y € I, com x < y e para todo z tal que x < z < y, entdo z € 1. Essa definicdo é equivalente a
defini¢ao acima, mais detalhadas, que coloca os varios casos?

5. Sexta-feira, 30 de abril de 2021

Sejam duas fungoes f : A - Reg: B — R, tais que Im (f) C B. Definimos fun¢do composta gof : A — R,
a funcao
(g0 f)(z) = g(f(z)).
Analogamente, se Img C A, definimos fog: B — R como (f o g)(z) = f(g(x)).

Exercicio 34. Escreva as composicoes f o g e go f das funcoes seguintes, determinando os dominios das
fungoes obtidas.

1. fx)=z+a% gl@)=3—z 2. f@)=22, g(z)=T

3. f(a) = senw, g(x) = \/a? — % 4 f(@)=cosz, g(z)—a2+1
5. f@0 =210 g =22 6 @)= 5 ole) = (1ge)
@)=t g =2-a? 8 f@)= g o) =(/F)
9. fla)= “;x, g@) =22 10, fla) =29, gx)=3x—1

No item 10 acima, o simbolo [z] se chama parte inteira de x e significa o maior inteiro relativo que nao
ultrapassa x. Por exemplo: [4] =4, [5/2] =2, [V2] =1, [-1/3] = —1, etc.

Exercicio 35. Escreva as fungoes seguintes como composicao de fungoes. (As composigoes obtidas podem

nao ser as dnicas possiveis.)

1 22 sen a2 2 1+=x
2
3 x 4 ot
2 —1

Defini¢ao 20. Uma funcao é dita limitada (superiormente, inferiormente) se a imagem dela é limitada

(superiormente, inferiormente). Neste caso o supremo (infimo) de f, sup f (inf f) é, por defini¢do, o supremo
(infimo) de Im (f).

Definicao 21. Uma funcao f : A — B é dita injetora se, para todos a,b € A, tais que a # b, temos
fla) # f(b). E dita sobrejetora se Im (f) = B. Se f é injetora e sobrejetora é chamada bijetora (ou
correspondéncia biunivoca).

Uma fungao injetora é também chamada inversivel. Nao interessa que seja sobrejetora.
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Definigao 22. Se f: A — B é injetora, definimos a funcdo inversa de f como a fungao g : Im (f) — A que
associa a cada y € Im (f) o tinico z € A tal que f(z) = y. A funcio inversa é denotada, em geral, por f~1.
Em outras palavras, a fungdo inversa, denotada por f~! é definida em Im (f) e verifica (f o f~1)(x) = z
para todo = € Im (f) e (f~' o f)(x) = z para todo x € A.

Definigao 23. Sejam A, B dois conjuntos, e f : A = B uma fun¢do dada. Dado um subconjunto C' de B,
o conjunto {x € A: f(x) € C} é chamado imagem inversa de C.

Observagao 24. Cuidado em nao fazer confusdo entre a imagem inversa (de um conjunto) que sempre é

um conjunto e a funcdo inversa, quando existe, que é uma funcdo. A notacio nao ajuda, sendo f~! o mesmo
sfmbolo para os dois conceitos.

Exercicio 36. Dadas as fungoes seguintes, calcule a imagem inversa dos conjuntos indicados ao lado

1. 2—x, (-10,3] 2. z2-2+3, (0,5)
X
. R 4. —1 1
3. . o =1, [0.1]
5 [1+22, (1,4) 6. sign(z?-2), (1/2,2)

Alguns exemplos e observagoes.
(1) f:R — R, definida por f(x) = y/z, ndo é uma fungao. De fato, para cada = < 0, /= nao existe.
(2) Pelo contrario, é bem definida a funcao f : [0,+00) = R, f(z) = /.
(3) f:R—=R, f(x) =22 Im(f) = [0, +00).
(4) f:]0,1] = R, f(z) = 2. O dominio e a imagem desta funcio sio diferentes dos aqueles do exemplo
anterior. Se duas fungoes tém dominios diferentes sao duas fungdes, mesmo possuindo a mesma lei.
1/z sex#0

0 se x = 0.

(5) f:R=R, f(z)=

Esta fungao é uma extensdo de 1/x a tudo R. Para obter uma extensao, precisa assinar um valor
f(0). Tal valor serd necessariamente uma escolha e nao podera dser dado por 1/0.
z+3 se0<zx<3
6) f:10,4 2R, f()=3 22-5 se3 <z <4
-3 sex =4
A f acima é uma funcao e nao trés funcgoes. O leitor reflita sobre este fato. O leitor também

discuta como exercicio uma afirmacao que varias vezes se encontra em sala de aula, “f é constante

em x = 4”. Diga porque tal afirmacao nao faz nenhum sentido.

Exercicio 37. Uma funcdo f : R — R é chamada par se f(x) = f(—z), para todo 2. E chamada impar se
3

f(x) = —f(—x), para todo z. Prove que 22 + 1 é par e que z

é impar.
2 +1 p
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Exercicio 38. Uma fungao f : R — R é chamada par se f(x) = f(—=x), para todo x. E chamada impar se

2 +1

Exercicio 39. Complete a terceira coluna da tabela dizendo se o resultado é uma funcao par, impar, ou

f(x) = —f(—x), para todo z. Prove que 22 + 1 é par e que é impar.

nenhuma da duas coisas.

[ par g par f+g? f-97 [fog? gof?
f impar g par f+g9? f-g7 fog? golf?
f impar g impar f4+97 f-g7 fog? golf?
f impar 1/f7  f2
f par 1/f7  f 42

Exercicio 40. A soma de duas funcées inversiveis é inversivel? o produto? a composicao?

Dada f: E — R e dado um suconjunto B de E, a funcdo g : B — R, definida por g(z) = f(x) para todo
x € B é dita restricao de f em B, o simbolo é f|p.

Definigao 25. Dada uma funcao f: £F — R:
(1) f é dita mondtona crescente se, para cada x1, zo em E, com 1 < x9, temos f(x1) < f(x2).
(2) f é dita estritamente crescente se para cada x1, 2 em E, com x1 < z3, temos f(x1) < f(z2).
(3) f é dita mondtona decrescente se, para cada x1, zo em F, com x; < x2, temos f(x1) > f(z2).
(4)

4) f é dita estritamente decrescente se para cada x1, x9 em E, com x1 < x9, temos f(z1) > f(z2).

Exercicio 41. Estudar a monotonia das fungoes seguintes:

1) f:R=R, f(z) =2a?

(

(%f@@%Rﬂ@Z

3) f:10,+00) = R, f(z) = f7
(4) f:(=00,-2), f @=J7
(5) fI-5, M[JJU 1/z.

Exercicio 42. Desenhar intuitivamente os graficos das fungoes acima.

Exercicio 43. Provar que a soma e de duas fungoes crescentes é uma funcao crescente. A composicao de
duas fungoes crescentes é uma funcao crescente? E o produto?

Exercicio 44. Determine, para cada funcao seguinte, o maior dominio onde ¢é inversivel.

r+2 sel0<ax<l1 22 se —1<x<0
-] {

2 fla) =
r+1 se2<x<3 r—1 sel<x<?2

Exercicio 45. Prove que uma funcdo estritamente crescente ou decrescente é inversivel. Se f: A — R é

inversivel, necessariamente é estritamente monétona? Procure exemplos.
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Exercicio 46. A funcdo f: R — R, definida como f(x) = 22 é inversivel?
Exercicio 47. A funcio f: R — R, definida como f(z) = 22 é inversivel?
Exercicio 48. A funcio f: [-3,—2] U [0,1] — R, definida como f(x) = 22 é inversivel?
Exercicio 49. A func¢ao f: R — R, definida como f(z) = y/|z| é inversivel?

Exercicio 50. A fungdo f : [0,+00) — R, definida como f(z) = va? + z% + 2 é inversivel?

Exercicio 51. Determine sen 2z e cos2z em fungao de senx e cosx (férmulas de duplicacao). Determine

x m ~ 7’ . . ~
Sen 5 € cos o em funcdo de senz e cosz (férmulas de divisao).

Exercicio 52. Provar que a tangente é periédica com periodo w. Dica: use as formulas de duplicacao,
sabendo também que seno e cosseno sao periddicas de periodo 2.

6. Segunda-feira, 3 de maio de 2021

A fungoes trigonométricas nao sdo invertiveis (porque sao periédicas e portanto nao sao injetoras). Porém,
observamos por meio da construcao geométrica das funcgoes trigonométricas, feita através da circunferéncia
trigonométrica, que sen x é estritamente crescente em [—7 /2, w/2]. Entéo, a restrigdo de senx a [—7/2,7/2] é
invertivel. A sua fungao inversa se chama arcosseno, arcsen : [—1,1] — R. A imagem de arcsec é [—7/2,7/2].

Analogamente, cosx ¢ invertivel em [0, 7]. A sua fungao inversa se chama arcocosseno, arccos : [—1,1] —
R, com imagem [0, 7].

A tangente & invertivel em (—7/2,7/2). A sua funcao inversa se chama arcotangente, arctg : R — R, e
tem imagem (—m/2,7/2).

Yy =CcoszT

Yy = senx

graficos de f(x) = senx e f(x) = cosz.

Yy =tgg

grafico de f(z) = tgu.



20

Aqui em baixo os gréaficos das restrigoes inversiveis de seno, cosseno e tangente. O leitor poderia observar

que os dominios escolhidos nao sdo os unicos onde as fungoes sdo inversiveis. Seno, por exemplo, é inversivel
também em [27, 2747 /2]. E verdade. A escolha dos dominios acima é feita para unicamente para simplificar.

y = senz, y = cosz,
x € [-m/2,m/2] z € [0, ]

graficos de f(x) = senx e f(x) = cosz restringidos.

y=tgz, x € (—7/2,7/2)

grafico de f(z) = tgz restringida.

Agora os graficos das fungoes trigonométricas inversas.

graficos de f(x) = arcsenz, f(x) = arccosz e f(x) = arctgz.

Exercicio 53. Considere f : [7/2,7] — R, definida por f(x) = senz. Verifique (sempre empiricamente,
trabalhando na circunferéncia trigonométrica) que é inversivel. Assim determine a inversa de f. Nao esquega
determinar Im (f) que serd o dominio da inversa. Observe que tal inversa serd uma funcao do tipo arcsen,

mas nao podera ser exatamente arcsen. Diga porque.
Exercicio 54. Faca o mesmo exercicio com f : [-7/2,0] — R, definida por f(z) = cosz.

Exercicio 55. Desenhe o grifico de f(x) = [2x + 1] (parte inteira).
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Exercicio 56. (dificil) Desenhe o gréfico de f(z) =1+ 2 {%} (parte inteira).
x

Exercicio 57. Diga se as fungdes seguintes sao periédicas. Se sim, encontre o periodo (uma fungao f é
periédica de periodo T € R se f(z) = f(xz + T) para todo x).

1. zxcosz, 2. 6sen’z,
3. 14+tgua, 4.  sen(z?),
5. 4, 6. [z,

7. cosdz, 8. sen(3x).

Exercicio 58. Diga se as funcoes seguintes sao pares ou impares.

1. 2241, 9. T
x
3
T —x
3. — 4.
3724-1, [x]a
5. senz?, 6. cos3x.

Uma outra familia importante de funcoes é formada pelas poténcias com expoente nao necessariamente
natural. Se n é inteiro, n > 1, sabemos que existe e é Unica a raiz n-esima de = (veja-se o teorema 18).
Inclusive, tal raiz é tnica (exercicio 26). Portanto é definida a fungao {/z. Se n ¢é par, o dominio é [0, +00),
se n é impar, o dominio é R. A raiz {/x pode ser denotada pelo simbolo T

Dado um racional positivo qualquer, m/n, onde m e n sd@o primos ente si, é definida a fungao ™ = gm,

cujo dominio é [0, 400) se n é par, enquanto é R se n é impar.
1

Dado um racional negativo, m/n, onde m,n € Z sao primos ente si, ¢ definida a funcao ™/ = oy
o

cujo dominio é (0, +00) se n é par, enquanto é R\{0} se n é impar.

Exercicio 59. Escreva em detalhes o processo resumido acima. Ou seja, a construcao das poténcias com
expoente racional a partir das poténcias com expoente inteiro e positivo, passando por: (a) a definigdo da
poténcia com expoente zero, (b) a definicdo da poténcia com expoente inteiro negativo, (c) a definigao da

poténcia com expoente racional, positivo ou negativo.

Exercicio 60. Determine para quais valores do expoente r racional a funcdo z" pode ser definida em tudo
R.

Exercicio 61. Explique quais problemas provocaria a definicio 0° = 1.

Exercicio 62. Seja a positivo, real, fixado e diferente de 1. Considere a fungao f(r) = a”, definida em Q.
Prove que

(1) f é estritamente crescente se a > 1;
(2) f é estritamente decrescente se a < 1.
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Como pode ser abordado o exercicio? Se trata de provar que, dados r; = p/q, ro = m/n, com r; <19 e
a > 1, entdao temos a"! < a"?. Essa desigualdade se baseia na propriedade OP (ordenamento com produto).

Agora, continuando a construcao feita até agora e usando o exercicio precedente, podemos finalmente dar
a defini¢do das poténcias com expoente real (de fato, irracional, porque se o expoente for racional, acabamos
de fazer a construcao). Ou seja podemos definir 2™, por exemplo. O método é o seguinte. Sejam a > 0 e
b € R, fixados. Suponhamos primeiramente que a seja maior de 1. Definimos

a® =sup{a”: reQer <b}.
Se for 0 < a < 1, definimos analogamente

a® =inf{a": r € Qer < b}.
Exercicio 63. Porque é importante o exercicio 62 para as definigdes acima?
Exercicio 64. Definicbes muito muito parecidas poderiam ser dadas. Quais?

Podemos provar, mas é um exercicio longo e cansativo, que as poténcias com expoente real verificam as

classicas propriedades das poténcias, que daqui para frente serao normalmente usadas quando for necessério.

Exercicio 65. O leitor prove que f(x) = a” (dominio = R) é:
(1) estritamente crescente se a > 1,
(2) estritamente decrescente se 0 < a < 1.

O exercicio acima ¢é dificil. O leitor tente explicitar as dificuldades.

Exercicio 66. Prove que, dada uma constante real «, a fungao g(x) = z® (dominio = (0, +00)) é:

(1) estritamente crescente se o > 0,
(2) estritamente decrescente se a < 0.

O exercicio acima também € dificil. Fica um pouco mais acessivel se limitamos a investigacao aos expoentes
racionais. Neste caso, ajuda comecar por uma funcdo bem simples como z? limitada a (0, +00). Se trata de
provar que ela crescente, usando a propriedade OP (ordenamento com produto).

Assim, deve-se provar que a inversa de uma fungao crescente também é crescente. Em particular, \/x
é crescente. Um outro passo consiste em estudar crescimento ou decrescomento de z¥, quando k é inteiro
relativo. E finalmente concluir o exercicio com o caso do expoente racional. Resumindo, a propriedade OP
é a base de tudo e precisa somente um pouco de paciéncia.

Exercicio 67. Seja f : A — R uma fungao inversivel. Suponha que f seja estritamente crescente. Prove
que a inversa também é estritamente crescente.

Como dito acima, a funcao exponencial a® é inversivel, onde (sempre ajuda repetir, para nao fazer
confusao) a deve ser positivo e & pode ser real qualquer, e portanto a exponencial é definida em tudo R. A
funcao inversa se chama logaritmo. Em particular, dado a, o simbolo da inversa é log, + que deve ser lida
como “logaritmo em base a de x”. Existe um nimero muito particular, chamado e, que é uma constante
matematica que foi destacada a partir do comeco do século de 1600, com os primeiros estudos sobre os

logaritmos, e que se tornou de enorme importancia a partir do século seguinte. Se trata de um ntimero
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transcendente, que significa que nao pode ser raiz de nenhum polindémio com coeficientes inteiros, e portanto
irracional. Se coloca entre 2,71 e 2,72. Existem vérias defini¢Oes equivalentes de e. Além daquela vista em

sala de aula, uma outra, talvez a mais famosa é a seguinte: considere a sequéncia de niimeros racionais
1 n
(1 =+ —) , neN.
n

Qual é o comportamento da sequéncia quando n cresce? a resposta nao é tao facil. Observe o seguinte: a
base da poténcia é sempre maior de 1, mas si torna préxima de 1 enquanto n cresce. Se o expoente fosse
fixado, o resultado da poténcia tenderia a 1. Por outro lado o expoente cresce e, se a base fosse fixada,
sendo maior de 1, o resultado da poténcia tenderia a crescer indefinidamente. Em outras palavras, é como
se tivesse um conflito entre bases e expoentes. Os dois empurram em dire¢cbes muito diferentes. Tem um
ponto de equilibrio? Sim.

Primeiro, pode-se provar que a sequéncia cresce estritamente enquanto n cresce (a prova nao é facil).
Segundo pode-se provar que o conjunto dos valores da sequéncia é limitado (a prova também nao é facil).
Portanto a sequéncia nao tem méximo, mas tem supremo finito. Tal supremo é um nimero que esté entre
2 e 3 e que é chamado de e.

A fungdo exponencial e* tem propriedades muito particulares, a respeito das outras exponenciais. A

inversa é denotada pelo simbolo log z, sem necessidade de escrever a base e ao lado de log.

Observagao 26. Eu uso o simbolo log x no lugar de Inxz. O aluno que prefere esta mais acostumado com

o simbolo In z, pode continuar assim sem problemas.

7. Quarta-feira, 5 de maio de 2021

Em sala de aula foi discutida de forma intuitiva uma possivel introdugdo ao conceito de limite de uma
funcao. A seguinte é a defini¢ao rigorosa no caso de limite finito em um ponto (que serd apresentada na
aula so dia 7 e que antecipo aqui).

Primeiro tipo de limite: limite finito.

Definicao 27 (limite finito). Seja I um intervalo de R e c € I. Seja f : I\ {¢} — R uma funcdo dada. O
numero real [ é dito limite de f(x) para x que tende a ¢, em simbolos escreve-se

lim f(x) =1,

Tr—C

se, para todo £ > 0, esiste 6 > 0 tal que |f(z) — | < € para cada x € I, tal que 0 < |z — ¢| < 4.

Observagao 28. Quando dizemos, acima, que f é definida em I \ {c}, nao significa necessariamente que
f nao é definida em ¢. Significa que consideramos f como definida pelo menos em I\ {c}. Em outras
palavras: o conceito de limite nasce para esclarecer a ideia intuitiva de analisar o comportamento de
f(xz) quando z se aproxima de um valor ¢ sem levar em conta quanto a fungao vale em ¢, nem
se ela é ali definida. Em outras palavras, este ponto ¢ pode ndo pertencer ao dominio, ou pode ser que
f(c) seja muito diferente do comportamento de f(x) avaliada “nos pontos préoximos de c¢”.

Exercicio 68. Prove, usando a definicao 27, que os limites seguintes sao corretos. Os exercicios seguintes

sao muitos. Resolva somente um ou dois; ja é um bom resultado.
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1. lim3z=6 2. lima22=0
T—2 z—0

3. limax=3 4. lim (22 -1)= -1
z—3 z—0
.1 . . 3

5.  lim — néo existe 6. limz°=1
z—0 X r—1

7. lim |z| =0 8. lim [z] nao existe
x—0 r—2

9.  lim [2]=-2 10.  lim 22/|z| =0
rz——1— z—0

Exercicio 69. Considere a funcao

() x? se<r<?2
g(x) =
r+3 sex > 2.

Prove que o limite de g(x) quando = — 2 nao é 4.

Geralmente é complicado usar a defini¢ao de limite para provar que uma fungao f(x) nao possui limite
para x — ¢, porque se trata de verificar que nenhum real [ é limite de f quando x — ¢. Um exercicio mais

simples é provar que é um certo valor considerado nao é limite de f quando z — ¢, como no exercicio 69.

Exercicio 70. Considere a funcao f(x) = cos(1/x), definida para todo = real e nao nulo. Estude o
comportamento dela e prove que o limite de f(x) para = que tende a zero nao pode ser zero. Tente provar

que nenhum nimero entre —1 e 1 pode ser limite.

Exercicio 71. Pegue a frase que define o limite (na definigao 27): para todo € > 0, esiste 6 > 0 tal que
|f(x) — 1] < e para cada x € I, tal que 0 < |z — ¢| < §. Escreva a negacao logica dessa frase. A negagao
logica da frase é aquilo que serve para fazer o exercicio 74. Lembre que alguns exercicios das aulas anteriores

trataram a negacao légica de frases.
Em uma das préximas aulas serao apresentados os conceitos de limite lateral direito e esquerdo. Eles se

usam, entre outras coisas, para provar que um limite nao existe.

Exercicio 72. Considere a fun¢io f(x) = 1/22, definida para todo x real e nido nulo. Prove que para todo
M € R, esiste 6 > 0 tal que f(z) > M para cada = tal que 0 < |z| < 0. Este exercicio antecipa um outro
tipo de limite que serd tratado mais para frente.

Exercicio 73. Relate a discussao feita em sala de aula a respeito da funcao seguinte.
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Exemplo: X+2, se 0<x<3 8.

f(x) = 1, se x=3

11-2x, se 3<x<5

5 O que podemos dizer sobre o limite de f(x) quando x
tende a 3?

Resposta 1: o limite é 5,
Resposta 2: o limite é 1,

Resposta 3: o limite ndo existe.

Qual é a resposta mais coerente com aquilo que foi
dito até agora?

Exercicio 74. Seja
cos(mx) sel0<z<1
T sel <gx<2.

flx) =
Prove, usando a defini¢ao de limite, que o lim,_,1 f(z) ndo é 0 e prove que nao é 1. Observagao: se por um
lado sabemos usar € e § a direita de 1, ou seja, quando f(x) = x, o mesmo nao conseguimos ainda fazer
a respeito de cos(mx), porque ainda nao abordamos os limites das fungées trigonométricas. Mesmo assim,

propriedades mais basicas da funcao cosseno sao suficientes para resolver o exercicio.

8. Sexta-feira, 7 de maio de 2021

Se torna bastante intuitivo imaginar que, se uma funcao tem limite igual a um valor real [, quando « tende
a ¢, a mesma f nao possa ter um outro limite m # [, quando = tende ao mesmo c. Contudo, a definigdo nao

diz isso. Precisa o teorema seguinte.

Teorema 29 (unicidade do limite). Seja f(z) uma func¢ao dada. Se ela possui limite para © — c, ele €
unico
Demonstragao. Suponhamos lim,_,. f(x) =1 € R. Seja agora m € R, diferente de [, tal que lim,_,. f(z) =

m. Sem perder em generalidade, suponhamos [ > m. Seja agora ¢ > 0 menor de (I —m)/2. Por exemplo
e=(l—m)/3. Assim, [ —e > m + . Pela defini¢ao de limite, valem os seguintes fatos (A) e (B):

(A) existe &' > 0 tal que, para todo = € I, tal que 0 < |z — ¢| < &, temos f(x) > 1 —e.
(B) existe 6” > 0 tal que, para todo x € I, tal que 0 < |z — ¢| < 0", temos f(z) < m +¢.

Escolhendo 6 = min{¢’, 6"}, as condigoes (A) e (B) acima, sdo satisfeitas para todo x € (¢—4, c+0)NI\{c}.
Consequéncia delas é

l—e< f(z) <m+e,
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para os mesmos valores de x. Isso implica [ — e < m + € que é contraditorio com a escolha inicial de e. [

As proximas paginas sao dedicadas ao calculo dos limites de algumas das mais importantes funcoes
elementares. Comegamos pela proposi¢ao seguinte

Proposicao 30. Sequem diretamente da definicao os limites sequintes:
lim z = ¢, lim a = a,
r—cC Tr—c

onde a € a fun¢ao constante f(x) = a.

Exercicio 75. Prove a proposicao anterior usando apenas a definicao de limite.

O seguinte resultado é uma ferramenta importante que permite obter muitos resultados. A partir dos
resultados da proposicao acima e do teorema seguinte, todos os limites de polindmios e fungoes racionais
(quocientes de polinémios) podem ser obtidos usando a algebra dos limites, com a inica exce¢ao dos casos
em que o limite do quociente é zero. Estes casos precisam ser tratados a parte. Veremos nas préximas aulas.

Teorema 31 (dlgebra dos limites - formas finitas). Seja I um intervalo de R e ¢ € I dado. Sejam f,g :
I\ {c} = R duas fungées dadas. Sejam dados os limites

ign%f(x):leR, e glﬂigacg(:c):meR.
Entao,
(1) limgose(f(2) + g(a)) = L+ m (soma);
(2) limgoe(f(2) — gla)) = L — m (diferenca);
(3) limg—c(f(x) - g(x)) = - m (produto);
(4) limge(f(2)/g(x)) = 1/m, sem # 0 (quociente).

Demonstragao. Vamos dar a demonstracao do caso (1) do teorema, conforme feito em sala de aula. O
caso (2) é praticamente idéntico. Para os casos 3 e 4 veja os exercicios 78 e 107, respectivamente. Seja ¢ > 0
fixado. Queremos provar que existe § > 0 tal que, se x € (¢ —d,c+ ) NI e x # ¢, entdo,

l+m—e< f(x)+g(x) <l+m+e.
Vamos usar as hipéteses. O numero € > 0 acima é fixado. Entéo, existem &1 e do positivos tais que,
sex € (c—d,c+0)NTex#c, entdol —e/2 < f(x) <l+¢/2, (1)

sex € (c—dy,c+d2)NTex#c entdiom—e/2 < g(x) <m+¢e/2. (2)

Se pegamos § = min{dy, d2}, entdo, as desigualdades acimas sdo ambas verificadas se x € (¢ —d,c+ ) NI e
T # ¢, e portanto, somando, h4

l+m—e< f(z)+g(x)<l+m+e.
]

Exercicio 76. O leitor tente replicar sozinho a demonstracdo acima. Tente explicar porque é correta a
colocagao de €/2 nas (1) e (2) no lugar de «.
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Exercicio 77. O método para provar a (2) do teorema, a diferenga, é muito parecido. Pode tentar sem

particular dificuldade.

Exercicio 78. Tente verificar a férmula do teorema relativa ao limite do produto. Neste caso é bom usar

a sugestao colocada nos slides da aula.

Exercicio 79. Calcule os limites seguintes (se existem).

2
1
1. lim — 2. lim T
=0 x4+ 1 =1 r—3
3 2 2
3. lim rtrr+3 4 lim _cxta
2—0 422 — 22 + 1 r—4 222 4+ — 1

Exercicio 80. Nos trés limites seguintes (que nao sabemos se existem) a dlgebra dos limites nao pode ser
diretamente aplicada. Reflita sobre as dificuldades de abordar os trés casos e pense em qual poderia ser

uma saida.
o 4z . 3x2 +2x—8 o VI4+ax—1
a) lim , b) lim ———, c) lim ———.
z—1 x—1 z——2 2 —4 z—0 x

Observagao 32. Quero lembrar uma observagao feita em sala de aula. Vamos pegar o exercicio seguinte:

calcule

lim (x —3)(z3 +2)
a—3 (x —3)(2 —3z)’

O denominador tende a zero quando x — 3 (de fato, também o numerador) e a dlgebra dos limites nao

pode ser aplicada. Por outro lado é imediato ver que

(z—3)(a*+2) 342
(r—3)(2—-3z) 2-3z’

se x # 3.

Parece natural escrever

_ 3 9 3 2
i (F=3@H2) A2 (3)
=3 (x —3)(2—3z) 2-32—3x

O segundo limite é facil. Alf a dlgebra dos limites funciona sem problemas e tal limite é —29/7. E portanto
parece claro concluir que o limite inicial é —29/7. Porém, este raciocinio é viciado de um passo incorreto e
nao é aceitavel. A questao é a seguinte. Se o limite inicial é o nosso problema a ser resolvido, ndo sabemos
se ele existe. Nao sabendo se o limite existe, a igualdade (3) nao pode ser colocada. O raciocinio correto é
confrontar as fungoes, nao os limites. Iremos escrever portanto

(z—3)(a3+2) a3+2

=32 —82) 23 TS

Como sabemos calcular o limite
)
lim ,
z—3 2 — 3x
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que vale —29/7, portanto o limite inicial também vale —29/7, porque as duas fungdes sao iguais. A diferenca
entre os dois métodos nao é trivial. Sobretudo, ndao uma questao formal, mas sim substancial.

9. Segunda-feira, 10 de maio de 2021

No caso dos limites que involvem a raiz quadrada, vale o resultado seguinte. A demonstragao foi feita em
sala de aula.

Proposicao 33. Seja f(x) uma funcdo tal que lim,_,. f(x) = 1. Entdo, lim,_,. \/f(z) = V1.

Fica implicito que, no resultado anterior, I deve ser ndo negativo e f(z) deve ser nao negativa para = em

um conveniente intervalo que inclui ¢ (desconsiderando, como sempre, f(c)).

Exercicio 81. Prove que o resultado acima vale para a raiz com qualquer indice inteiro maior ou igual de

3.

Um outro limite importante que foi provado em sala de aula é o seguinte.

lima® =a° a>0,ceR. (4)

Tr—C

Exercicio 82. Replique a demonstracao feita em sala de aula. Em particular, estude primeiramente o caso
¢ = 0 e depois o caso ¢ genérico. Analise os casos a >1e0<a < 1.

Exercicio 83. O caso com ¢ genérico usa o resultado seguinte:

e Seja I um intervalo de R ec € I. Seja f: 1\ {c} = R uma fungdo dada. Suponhamos que
lim f(z)=1I.

Tr—cC
Seja agora d # ¢ e considere o intervalo J ={x € R:x+c—d e I}. Sejag:J\{d} — R definida
por g(x) = f(x + ¢ —d). Entao, temos

lim g(z) = 1.

Demonstre esse resultado e observe que vale também o vice-versa.

Observe, em conclusao, que a prova do limite (4) usa o exercicio 67. Diga em qual ponto.

Um resultado classico da teoria dos limites é o seguinte.

Teorema 34 (confronto dos limites). Seja I um intervalo de R e c € I. Sejam f,g,h: I\ {c} — R fungdes
dadas. Suponhamos f(z) < g(x) < h(x) para cada x. Sejam satisfeitos os limites
lim flx)y=1 e lim h(z) =1, ondel €R.

Entao,
lim g(z) =l

Tr—c

A demonstracao foi feita em sala de aula.

Exercicio 84. Dé a demonstragao do teorema.
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Exercicio 85. Demonstre, usando o teorema do confronto, que lim, ,q senxz = 0. Prove também que

lim,_,g cosx = 1.

Exercicio 86. Prove, usando o exercicio acima, que lim,_,. senz = senc e lim,_,. cosz = cosc. Use as
formulas de prostaférese, que podem ser provadas de forma geométrica (euclidiana), que foram colocadas
depois do exercicio 28 acima.

Observagao 35. O leitor tome cuidado: o enunciado seguinte parece ser uma possivel outra versao do

teorema do confronto, mas é errado.

e Seja I um intervalo de R e ¢ € I. Sejam f,g,h : I\ {c} — R funcgées dadas. Suponhamos
f(z) < g(x) < h(z) para cada x. Sejam dados os limites

il_}ni flx)y=1 e il_}ni h(z) =, e suponhal,meR, I <m.

Entao,

lim g(z) =p, e I <p<m.

Tr—rcC
De fato, se [ < m (estritamente), ndo podemos saber se o limite de g existe. Veja por exemplo o caso em
que f(z) =0, h(z) =1 e g(x) = [z], a parte inteira. As hipéteses sao todas respeitadas, mas lim,_,; [z] ndo
existe.

Observagao 36. Um resultado que, diversamente, é correto é o seguinte:
e Seja I um intervalo de R e ¢ € I. Sejam f,g,h : I\ {c} — R fungées dadas. Suponhamos que

f(z) < g(x) < h(z) para cada x. Sejam dados os limites

glﬁl_}mc flx)y=1, e ll_)n}j h(z) =, esuponhal,méeR, | <m.

Se existe o limite
lim g(z) = p,

entaol <p <m.

Exercicio 87. Tente entender a diferenca profunda entre os dois enunciados. Depois dé uma demonstracao
do segundo dos dois, aquele correto.

Agora, alguns exercicios de varia natureza.
Exercicio 88. Estude a inequacao v — 1 <z — 3.
Exercicio 89. Prove as formulas de prostaférese, enunciadas logo depois do exercicio 28.

Exercicio 90. Prove que a soma de dois ntimeros racionais é racional. Prove que a soma de um ntmero
racional e um niimero irracional é irracional.

Em geral: uma propriedade P é chamada aditiva se, toda vez que duas entidades a e b verificam P,

também a soma a + b verifica P. O leitor escreva algumas propriedades aditivas que encontrou no curso até

agora.

Exercicio 91. Prove que [z] + [y] < [z + y] para todo z,y € R ([z] denota a parte inteira de x).
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Exercicio 92. Determine a imagem do intervalo (—1,1) através da funcdo z3 + 2. Para abordar o exercicio

uma técnica possivel é a seguinte: use a propriedade do ordenamento dos niimeros reais segundo a qual

ac < bcsea<bec>0. Use para provar que x

3 (e consequentemente x3 + 2) é uma funcao crescente.

Exercicio 93. Determine as inversas das funcoes seguintes. Nao esqueca de determinar o dominio das

inversas obtidas.

a.) — senz,

Exercicio 94.

parte inteira).

Exercicio 95.

Exercicio 96.

Exercicio 97.

Exercicio 98.

Exercicio 99.

—m <z < —7m/4; b.) cos(—x), ™ <z < 1lm/6; a.)tgx, dr/4 <z << Tr/4

Determine a imagem do intervalo (—2,1] através da funcdo [z — 2] (de novo [-] denota a

Determine a imagem inversa de (0,5) através da funcao 2% — x + 3.
z—1 - .

Escreva f(x) = P como soma de uma funcao par e de uma impar.
x

Desenhe o grafico da fungdo f(z) = max{x,z?} e da funcio g(r) = max{|z|, z%}.

s T
Calcule o dominio de arccos ek
x

Usando o comportamento de senz, tente entender (e desenhar o gréfico) o comportamento

de sen (1/x) quando, em particular, x é préximo de zero. Tente justificar intuitivamente porque sen (1/z)

nao admite limite quando x tende a zero.

Exercicio 100. Uma fungao famosa (que o leitor ird encontrar de novo em MAT121 como fungdo nao

integravel) é a func¢ao de Dirichlet:

1 sexe@Q

fle) = 0 sex¢Q.

Prove que f nao admite limite em nunhum ponto.

Exercicio 101. Prove, usando a definicao de limite que

1
lim (a; sen—) =0.

x—0

Exercicio 102. O resultado acima é um caso particular do resultado seguinte: se lim,_,. f(z) = 0 e g(z)

é limitada, entdo limy_.(f(z) - g(z)) = 0. Dé a demonstragao deste fato.

10. Sexta-feira, 14 de maio de 2021

O teorema do confronto tem uma primeira aplicagao para provar um limite importante e dificil:

. senzx
lim
z—0 T

—1. (5)

O limite acima nao pode ser obtido a partir do teorema 31 porque lim, .oz = 0 e lim,_,o senz = 0.

Assim, a férmula do quociente nao pode ser aplicada. Irei mostrar uma prova baseada numa abordagem

geométrica/euclideana, e portanto ndo completamente satisfatéria, que contém aspectos que somente em
MAT121 serao claros.
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Comeamos considerando = € (0,7/2). Chamo T} o triangulo OP A, S o setor circular OP A e T; o triangulo
OAB. Vale a pena destacar, para evitar confusdo, que no triangulo OPA, PA é o segmento, enquanto no
setor S, PA ¢ o arco. Sendo Ty C S C T, as 4reas estdo numa relacio consequente: A(Th) < A(S) < A(T3).
Calculando as dreas, ha:

Precisa observar o seguinte: as desigualdades acima estao sendo obtidas pressupondo o conhecimento da
area de S. Aqui temos dois problemas: (a) a drea de um setor circular ndo é um conceito tao ébvio, assim
como a area de qualquer conjunto do plano que nao seja um poligono. Para defini-la precisa da integral de
Riemann que é argumento de MAT121. (b) Mesmo tendo clareza sobre o conceito de drea, nao é imediato
dizer que a drea de S é x/2. Este fato poderia ser intuitivamente justificado dizendo que é proporcional a
area do disco, que é 7/2, ou observando que a drea de S é resultado de um processo de aproximagao da
soma das areas dos triangulos com vértices na origem e em pontos do arco. Veja a figura aqui.
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Resumindo: as duas desigualdades acima precisam de uma demonstracao analitica que usa fortemente o
conceito de integral, do qual nao temos conhecimento agora e que nao cabe ao programa desse curso tratar.
Divido os termos da (6) por senx e multiplico por 2:

1
1< -2

senx  cosx

Faco a inversao:
enx

cosT < < 1. (7)

x
Exercicio 103. A desigualdade acima é consequéncia da propriedade OP dos nimeros reais, ja usada varias
vezes. Em geral, prove que, se a < b e eles tém o mesmo sinal, entao, segue 1/a > 1/b. No caso em que a, b
sejam negativos, deve ser usada a seguinte consequéncia da OP: se a < b, a,b tém o mesmo sinal e ¢ < 0,

entao ac > be. Prove também este ultimo fato.

Seja agora x € (—m/2,0). As desigualdades (7) valem também para estes valores de x. No caso da
relagdo entre senz e x, sabemos que sen(—z) < —z, se € (—7/2,0). Usando o exercicio anterior, temos
imediatamente —sen (—x) > x (estou multiplicando por —1). Sendo seno impar, hd —sen (—z) = senuw.
Portanto, senx > x. Dividindo por senz, que é negativo, voltamos a inverter a desigualdade obtendo
1 < x/senx. A relagdo com tgx é andloga e é deixada por exercicio.

Em conclusao desta parte, as desigualdades (7) valem para todo = € (—m/2,7/2) \ {0}.

Podemos finalmente aplicar o teorema do confronto, lembrando que lim,_,ocosz = 1 (exercicio 85) e
obter o limite (5).

Exercicio 104. O leitor refaca a demonstracao do resultado.

Exercicio 105. Prove que

. 1—-cosx 1
Iim ————— = —.
z—0 2 2

Use o limite (5). Nao precisa uma construgao geométrica.

Um importante resultado da teoria dos limites o seguinte.

Teorema 37 (conservagao do sinal). Seja I um intervalo de R e c € I. Sejam f,g,h: I\ {c} — R fungades
dadas. Suponhamos que f(x) < g(x) < h(x) para cada x. Seja

glﬁiﬁmcf(:v):l>0.

Entao existe § > 0 tal que f(x) > 0 para cada x € (¢ —d,c+6) NI\ c.
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Exercicio 106. Obviamente o teorema vale igualmente no caso de limite negativo. Enuncie ele.

Exercicio 107. O teorema da conservacao do sinal pode ser usado para provar o item (4) da algebra dos
limites (Teorema 31). Tente dar a nao simples demonstragao dela usando um truque do tipo daquele usado
para provar o item (3). Veja o exercicio 78.

Nas péaginas anteriores foram provados os limites das fungoes trigonométricas e da exponencial. Os
limites seguintes sdo relativos as fungoes inversas. A demonstragdo é adiada porque se torna bem mais
simples usando as propriedades das fungoes continuas.

Proposicao 38. Valem os limites sequintes:

1) lim,_,.arcsen x = arcsenc, onde ¢ € [—1,1].
2) lim,_,. arccosz = arccosc, onde ¢ € [—1,1].
3)

)

4) limg_,.log, z =log, c, onde ¢ >0 e a > 0.

(
(
(3) lim,_,.arctgx = arctge, onde ¢ € R.
(
Teorema 39 (limite de fungoes compostas). Seja f(x) dada e suponhamos que ezista o limite
}E}r‘lzf(x) =1 ondeleR.

Seja g(y) uma outra fungao dada e suponhamos que exista o limite

lim g(y) = g(1).

y—l
Suponhamos que a composi¢ao g(f(x)) seja bem definida. Entdo,

limg(f(@)) = g(0).

Exercicio 108. A demonstragao foi feita em sala de aula. Tente fazer ela de novo.

Observagao 40. Se o limite de g(y), no teorema acima, nao fosse g(l) o teorema é falso, como podemos
ver pelo contraexemplo seguinte:
0 sex#0

flx)=0,VzeR,  g(x)=
1 sex=0.

E fécil ver que lim,_o g(f(z)) = 1, enquanto lim,_,o g(z) = 0.

Na verdade, com uma hipétese especifica (mas um pouco sofisticada e por isso eu nao a tratei na aula) o
teorema acima ¢é verificado também no caso em que lim,_,; g(y) # g(l). Neste caso a condicao suficiente é:

e suponhamos que exista 0 > 0 tal que f(x) # [ para todo z #ce x € (¢c—d,c+9).

Exercicio 109. Tente demonstrar o teorema do limite das fungoes compostas nessa versao. A demonstracao
nao é imediata e se nao conseguir nao tem problema.
Exercicio 110. Se x > 0 e a € QQ, o teorema 39 pode ser facilmente aplicado para provar que
lim 2% = ¢*. (8)
Tr—cC

Se « for irracional, fica mais complicado. Prove o limite acima no caso do expoente racional.
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Exemplo 41. Em sala de aula foram tratados os exemplos seguintes que mostram a aplicacao do teorem
39 e apresentam algumas dificuldades.

3/1 3 1 — 1.~
1. lim sen (\/:v2+1) 2. lim tz-Vi-z 3. lim 1-cosyz

z—1 z—0 T x—0 T

Aqui queremos destacar alguns fatos a respeito do segundo limite, o mais dificil dos trés:

e 0 denomidador tende a zero e isso impossibilita a aplicacao da algebra dos limites. O numerador
também tende a zero e este fato é consequéncia do teorema 39. Como podemos tratar o exercicio?
Um resultado algébrico ajuda: dados a,b reais, existe uma relacio simples entre a® — b e a — b:

a® — b3 = (a® + ab+ b*)(a — b).
E analogamente temos

a® + 03 = (a® — ab+ b*)(a + b).
Esta relacao vale para qualquer n inteiro positivo:

a® — b= (" a2+ . 4 ab" 2+ 0" Y (a - D),

que pode ser representada com o simbolo de somatéria:
n
a —b" = Z a" *pFL (@ — b).
k=1

A férmula é intuitiva, mas sua demosntragao precisa de um processo indutivo. Analogamente, se n

for impar, temos:
n

a+b" = z:(—l)kﬂanfkbkf1 (a+10).
k=1
Como exercicio: se a férmula acima fosse escrita também no caso de n par, qual consequéncia errada
apareceria? Além disso, porque uma férmula andloga & acima nao pode ser obtida no caso de n par?
e Como visto em sala de aula, para resolver o limite 2.) acima, a fracdo é manipulada de forma
conveniente para obter um quociente cujo denominador nao tende a zero, e a algebra dos limites

pode ser aplicada. Em geral, imagine que um exercicio pega calcular

lim 7f(a;) ,
T—C g(x)
e suponha
lim f(z) =0 0 lim g(z) = 0.
Para apresentar esta dificuldade é correto escrever algo tipo “lim,_,.(f(z)/g(z)) é do tipo 0/0” ou
“se apresenta na forma indeterminada 0/0”, ou algo do mesmo teor. Em nenhum caso deve ser

escrita uma das duas coisas seguintes:

L@ 0 f@) 0
im~—*%=—-, ou —F%=—.
e=eg(z) 0 glz) 0
Sao duas coisas diferentes e igualmente erradas. O problema é que o simbolo “=" é usado, no nosso

curso, para dizer que dois niimeros sao iguais. No primeiro caso a igualdade é sem sentido porque o
numero 0/0 nado existe. No segundo a igualdade é sem sentido seja porque o nimero 0/0 néo existe,
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seja porque f(x)/g(z) muito provavelmente é uma quantidade bem definida que varia com = e que

nao tem nada a ver com 0/0 (justamente porque 0/0 nao existe).

11. Sexta-feira, 14 de maio de 2021

Um limite importante, que ainda nao foi visto, é o das poténcias.

Exercicio 111. Se x > 0 e a € Q, o teorema 39 pode ser facilmente aplicado para provar que

: o (07
;gr}:x = c". (9)

Se « for irracional, fica mais complicado. Prove o limite acima no caso do expoente racional. Se tentar
provar também para o caso do expoente racional, use fortemente a definicio de a® quando b é real. Veja
em particular os exercicios 59 e 66 e a parte de texto contida entre eles.

Vamos ver agora os limites laterais.

Definicao 42 (limites direito e esquerdo). Sejam I = (a,b) um intervalo aberto, c € I'e f : I\ {c} = R
uma fun¢ao dada. Denotamos por
g:(c,b) >R, g(x) = f(z)

a restrigao de f a (c¢,b). Dizemos que | € R é o limite direito de f(x) para x que tende a ¢, em simbolos é

:Ell>nc1Jr (l‘) =1
se
lim g(z) = 1.

Analogamente, denotamos por
h:(a,c) =R, h(zx)= f(z)
a restricao de f a (a,c). Dizemos que m € R é o limite esquerdo de f(x) para x que tende a ¢, em simbolos
é
lim f(z) =m,

T—CT
se

lim h(z) = m.

Tr—C

Exercicio 112. Considere f : R — R, definida por
r+3 sex >3
fa) =1
z4—1 sex < 3.
Calcule os limites laterais de f quando x — 3 e verifique, usando a defini¢ao de limite, que lim,_,3 f(z) nao

existe.

Teorema 43. Sejam I = (a,b) um intervalo aberto, c € I e f: I — R uma fun¢ao dada. Entdao,

lim f(x) =1 se e somente se lim f(z)=101= lim f(x).
T—c x—eT T—C

Exercicio 113. Dé a demonstracao do teorema anterior.
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Exercicio 114. O teorema anterior é um cldssico teorema do tipo "se e somente se”. Podemos escrevé-lo
como A <= B, ou (é a mesma coisa) A = B e B = A. Suponha que A seja a afirmacao “lim,_,. f(z) =1”
e B seja “lim, -+ f(z) =1 =1lim, .- f(z)”. Para provar que um limite nao existe, como por exemplo no

exercicio 112, qual implicagao do teorema acima é usada? A = B ou B = A? Justifique a resposta.

Exercicio 115. Diga se existe lirn1 x — [x].
Tr—r

Foi visto até agora o primeiro tipo de limite, o limite finito para x tendendo a um ponto ¢. Agora vamos
ver outros trés tipos de limites (ndo tém mais além deles) que tratam os limites infinitos e para x tendendo

a infinito.

Segundo tipo de limite: limite infinito.

Definicao 44 (limite infinito in um ponto). Sejam I um intervalo de R e ¢ € I fixado. Seja f: I\ {c} = R
uma funcdo dada. Dizemos que 400 é o limite de f(x) para = que tende a ¢, em simbolos escreve-se

lim f(z) = +oo0,

se, para cada m € R, esiste § > 0 tal que f(z) > m para cada x € I, tal que 0 < |z — ¢| < 9.

Exercicio 116. Escreva a definicdo acima no caso analogo onde x tende para —oo
Exercicio 117. Prove, usando a definicdo acima, que lim, .o 1/2? = +o0.
Exercicio 118. Prove, usando a defini¢ao acima, que lim,_,o 1/|z| = +o0.

Exercicio 119. Prove, usando a defini¢cao acima (de fato, usando sua negagao), que lim,_,o 1/x nao pode

ser +00. Mais em geral, prove que lim,_,o 1/z nao existe.
Exercicio 120. Prove, usando a defini¢ao 27, que lim,_,o |z| = 0.
Observacgao 45. Em alguns textos se encontra um resultado do tipo
lim 1/z = oc.
z—0
Como +00 e —oo nédo sao numeros (ndo sao nimeros neste curso de MAT111, seja claro!), mas representam

conceitos, o simbolo oo sem especificagao de sinal poderia ser usado, com uma conveniente definicdo. No

caso particular da teoria dos limites, poderiamos definir assim:
e Dada f: I\ {c} — R, dizemos que co € o limite de f(x) para x que tende a ¢, em simbolos
lim f(z) = oo,
se, para cada m real e positivo, esiste § > 0 tal que |f(x)| > m para cada x € I, tal que 0 < |[x—c| < 4.
Esta defini¢ao é correta e permite provar que
lim 1/z = oo prove como exercicio.
x—0

Eu, como muitos outros livros e colegas, prefiro nao us-la, pela simples razao que tal definicao nao leva em
conta a variagdo de sinal da fungdo, sendo tudo colocado dentro do médulo. Assim, na nossa disciplina
iremos sempre dizer que 1/ nao tem limite quando = tende a zero. Em outras e conclusivas palavras,

a definicao de limite oo sem sinal é correta, mas nao é pratica e é portanto descartada.
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Exercicio 121. Prove que lim,_,y+ 1/2% = +00 e que lim,_,q- 1/2% = —o0.
sen (1/x sen (1/x
Exercicio 122. Prove que lim,_ .o M e lim,_,q # nao existem. Os limites laterais existem?
T T
Exercicio 123. Prove que lim, .5 ———— = 400

|z — 5|

12. Quarta-feira, 19 de maio de 2021

Terceiro tipo de limite: quando = tende a infinito

Defini¢ao 46 (limite finito quando x — +00). Seja f : (a,+00) — R uma fungao dada. O ntmero real [ é
dito limite de f(x) para x que tende a +oo, em simbolos escreve-se

lim f(x) =1,

T—>-+00

se, para cada € > 0, esiste r € R tal que |f(z) — | < € para cada z € (a,+00), tal que x > r.
Exercicio 124. Escreva a definicdo acima no caso analogo onde o limite é —oo.
Exercicio 125. Prove, usando a definicao de limite, que os limites seguintes sao corretos.

1. lim 1:0 2. lim i:O

T—+00 I r—+oo 12

Exercicio 126. Prove que, dada uma funcao qualquer f(z), ela pode ser escrita como g + h onde g é par

e h é impar (dica: as duas fungdes s@o obtidas através de operagoes algébricas oportunas sobre f).

Quarto tipo de limite: limite infinito quando = tende a infinito

Definigao 47 (limite infinito quando = — +00). Seja f : (a,+0o0) — R uma funcdo dada. Dizemos que
+00 é o limite de f(z) para x que tende para 400, em simbolos escreve-se

se, para cada m € R, esiste r € R tal que f(z) > m para cada x € (a,+00), tal que = > r.

Exercicio 127. Escreva a definicao acima nos casos andlogos onde x tende para —oo e o limite é —oo

(quantos sao os casos?)

Exercicio 128. Prove, usando a definicao de limite, que os limites seguintes sao corretos.

1
1. lim — =t 2. lim = =400
z—0 X z—+00
3. lim 22 = +o0 4. lim e 1
T——00 z—+oo 1+ 1

Exercicio 129. Dé exemplos de fungoes crescentes em intervalos de tipo (a, +00) que nao tém limite infinito
quando z — +o0.
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Exercicio 130. Diga se é verdadeiro o fato seguinte:

e se f:R — R é tal que lim,_, 4 f(z) = 00, entao, existe b tal que f é crescente em (b, +00).

Se o leitor achar que o fato é verdadeiro, precisa dar a demonstracao. Se achar que for falso, precisa encontrar

contraexemplos.

A &lgebra dos limites (Teorema 31) relativa ao primeiro tipo de limite pode ser estendida aos trés tipos de

limite que incluem os casos nao finitos. Os limites das tabelas seguintes podem ser repetidos integralmente

quando x — +00 ou x — —oo. Aqui foi colocado x — ¢ unicamente para agilizar a notacéo.

1. Soma

lim, . f(z)

lim, . g(z)

limg e (f(z) + g(x))

l +00 400

l —00 —00

+00 +0o0 +00

—00 —00 —00
2. Produto

lim, .. g(l‘)

>0
[>0
1<0
<0
+00

+o0
—00
+0oo
—00
+0o0
—00

—0o0

3. Quociente (na tabela, as desigualdades “g(x) > 0” e “g(x) < 0” é suficiente que sejam verificadas em um

conveniente conjunto do tipo (¢ —d,¢) U (¢, ¢ + §), ndo necessariamente em todo o dominio).
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limg e f(2) lims e () limy e ﬁx;

l 400 ou —o0 0

+00 >0 +00

+00 <0 —00

—00 >0 —00

—00 <0 +o00

>0 0 +00 se g(x) >0

>0 0 —oo se g(z) <0

[<0 0 —o0 se g(z) >0

1<0 0 +o0o se g(xz) <0

[#0 0 nao existe se g(z) > 0 ou g(x) < 0 nao sao verificadas
4. Poténcia

lim, . f(x) lim, . g() limg e (f ()

>0 m € R lm

0<i<1 +0o0 0

0<i<«l1 —00 400

[>1 +00 +o0

[>1 —00 0

+00 m >0 +00

+00 m <0 0

+00 +00 400

+00 —00 0

As tabelas acima nao contemplam todas as possibilidades. Por exemplo, no caso da soma, imagine duas
funcoes f(z) e g(z) tais que lim,_,. f(x) = +o00 e lim,_,. g(x) = —oo. Este caso nao aparece na tabela. O
que podemos dizer sobre limg_,. (f(z) + g(x))? Veja os trés casos seguintes:

1. lim (x2 — x) = 400, 2. lim (3x — :v3> = —00 3. lim <3x — v9:v+1) =0.
T—+00 x——+00 T—+00

Exercicio 131. O leitor prove os limites anteriores transformando adequadamente as funcoes em formas

que permitam o uso da dlgebra dos limites (porque nao é poss). Mostre todos os detalhes.

O que dizem os trés casos acima? Que nao existe uma regra geral para um limite da forma +oo — oc.
Cada exercicio tem um tratamento especifico. Por isso o tipo +0c — 0o nao pode ser contemplado na algebra

dos limites. Ele é chamado de forma indeterminada.
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As formas indeterminadas na teoria dos limites sdo as seguintes:

+o0 0

0 +o0 0
) ) ) 1 ’ 0 .
+o0 0 oo

+00 — 00, 0+ (£o00),
Uma forma indeterminada que foi tratada é aquela do limite lim,_,o(senx/x). Neste caso é correto dizer
algo do tipo “o limite se apresenta na forma indeterminada 0/0” ou “o limite é do tipo 0/0”. Em nenhum
caso escreva lim,_,o(senz/x) = 0/0 porque tal igualdade é sem nenhum significado sendo que o limite nao
sabemos que existe, mas sabemos que 0/0 nao existe. Pior ainda seria escrever senz/xz = 0/0, porque
senx/x é uma funcao definida para todo = # 0 que assume valores diferentes dependendo da variagao de x
enquanto 0/0 nao existe (como ja dito).
Aquilo que vale a pena destacar é o seguinte “forma indeterminada” nao significa que o limite ndo existe,

mas que cada exercicio de ser tratado a parte sem uma regra geral.

Vamos ver agora uma lista de limites que damos sem entrar em detalhes:

lim a®* =0, se a > 1; lim a® = +o0,se 0 < a <1
T——00 T——00

lim a® = 400, se a > 1; lim a®*=0,se 0 <a<1;
T—r+00 T—+00

lim log,z = 400, se a > 1; lim log,x = —o0,se 0 <a < 1;
T—r+00 T—>+00
lim log, x = —o0, se a > 1; lim log, z = +00, e 0 < a < 1;
z—0 z—0

lim z% = +o0, se a > 0; lim 2% =0, se a < 0.
T—r+00 T—>+00

Exercicio 132. Em relagao aos limites anteriores, as demonstragoes em detalhes tém uma certa complicagao.
Todavia, o leitor pode ter pelo menos uma ideia, observando que a® é estritamente crecente se a > 1
e estritamente decrecente se 0 < a < 1 como foi observado nas aulas anteriores. O comportamento da
poténcia é andlogo.

13. Sabado, 22 de maio de 2021

Vamos colocar aqui um limite fundamental, sem demonstragao. O resultado é o seguinte:

Teorema 48. FEzxiste um numero | > 0 tal que
1\* 1\*
lim (1 + 7) =e, lim (1 + 7) =e.
T—+00 x T—r—00 X

Como dito, a demonstragao dos dois limites acima é omitida porque dificil. Pegando o primeiro dos dois,
de fato se prova que a funcao
1 X
r)=1|1+ 7>
f@) =1+
¢é estritamente crescente e limitada e portanto converge, quando x — +00, a um nimero positivo real. Este
nimero é chamado e. Sendo f(1) = 2, segue que e > 2. Com outras técnicas de cdlculo pode se provar que

e < 3. Também pode ser provado que e é irracional. Estas duas coisas serao provadas na parte final do

curso.
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Se x for negativo, f(z) é definida quando z < —1 porque a base da poténcia tem que ser positiva. E,
curiosamente, o limite quando x — —oo existe e é o mesmo valor e.

Nas aulas anteriores foi dada uma outra definicao do niimero e, que é a seguinte:

0.5

D E
O
1

0 0.5 1.5 2 2.5 3

Considerando a grea’ da regido do plano delimitada pela hipérbole zy = 1, pelo eixo X, pela reta z =1 e
por uma reta x = xg, onde o > 1, essa area ¢é intuitivamente crescente quando xg cresce. E possivel provar
que tal 4rea tende a +00 quando z — +00°. Portanto existe um nimero real tal que aquela drea igual a 1.
Este ntimero é chamado de e.

Em geral, na literatura, e nao é definido desta forma, mas como o valor dos limites que aparecem no
teorema 48.

Exercicio 133. Calcule, como feito em sala de aula, o limite
sen x

lim
z—0 x?’

Observe que se apresenta na forma indeterminada 0/0.

Exercicio 134. Prove, como feito em sala de aula, que limite
lim log |z| = —oc.
z—0

Em sala de aula foi usada a definigao de limite e foi usado o comportamento de e*, dando como conhecidos
o estrito crescimento dela e os limites quando x — +o0.

Exercicio 135. A respeito do limite

lim (x logx

x—)O( & )
nao temos nenhum “norte” que possa nos ajudar. Este limite vale zero e para ser provado precisa de uma
técnica chamada “método de De I’Hopital”, que serd vista daqui a algumas semanas. Consequéncia deste
limite

lim z* = 1.
z—0

4Na verdade precisaria definir o que é a area dessa figura que nao é um poligono. Isso é consequéncia do conceito de Integral
de Riemann, tratado em Célculo 2.

SCuidado: isso é tudo menos que 6bvio. Se no lugar de zy = 1 fosse 2y = 1 o limite seria um nimero.
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Prove isso.

Exercicio 136. Calcule, como feito em sala de aula, o limite

. ( 1 2 )
lim - .
ztoo\x —1 x2-—1

Observe que se apresenta na forma indeterminada +oo — co.

Exercicio 137. Calcule, como feito em sala de aula, o limite

i S0 (2x) '
z—0 3z

Use o limite de senz/z.

Exercicio 138. Calcule, como feito em sala de aula, os limites

limzv3+2:v2—3:n7 lim ZL‘S+2£L‘+1.
20 224 + 23 + 27 z—+oo g2 — 21 — 3
Em particular:

(1) lembre que precisa trabalhar e manipular as fungdes e nao os limites. Escreva o raciocinio que foi
dito em sala de aula.

(2) em sala de aula foi dedicado um certo tempo para discutir qual fosse a poténcia melhor para ser
colocada em evidéncia. Faca as vérias tentativas para tomar mais familiaridade com estes tipos de
limites. Também as tentativas que nao conduzem ao resultado ajudam para entender.

(3) Conclua com o critério que foi descoberto sobre a escolha da poténcia a ser colocada em evidéncia.

Os dois exercicios dao, em um certo sentido, éxitos “opostos”.

O teorema de confronto sobre os limites, teorema 34, pode ser generalizado aos limites infinitos e aos
limites quando x tende a 4oo.

Teorema 49 (confronto dos limites - novos casos). Sejam f,g,h : [a,+00) = R trés fungoes dadas. Supon-
hamos f(x) < g(x) < h(x) para cada x. Sejam satisfeitos os limites

xgrfm fley=1 e zggrlm h(z) =1, ondelcR.
Entao,

lim g(x)=1.

r——+00

Exercicio 139. A demonstragdao é bem parecida com aquela do teorema 34 e pode ser feita como exercicio.

Enuncie também o teorema no caso £ — —oo.

Teorema 50 (confronto dos limites - novos casos). Sejam I um intervalo de R e ¢ € Idado. Ou, consider-
amos I um intervalo nao limitado. Sejam f,g: 1\ {c} — R fun¢des dadas. Suponhamos que f(z) < g(x)
para cada x. Se

lim  f(z) = +o0, entdo, lim g(z) = +oc.

T—C T—C
(ou z—+00) (ou x—=+00)
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Se, por outro lado

glglinc g(z) = —o0, entao, QISILHC f(x) = —o0.
(ou z—=+00) (ou x—+00)

Exercicio 140. A demonstracao nao é dificil.

Observagao 51. O teorema 39 que trata do limite de uma fungéo composta se estende a todos os casos
que incluem limites limites infinitos ou quando x tende a +c0. O leitor pode enunciar alguns desses casos e

escrever a relativa demonstracao.

Exercicio 141. O teorema do confronto nos casos estendidos bem se aplica ao limite
) sen x

lim

r——+00 x

Refaca as contas como feito em sala de aula. Observe que a dlgebra dos limites aqui nao funciona. O fato
de senx nao ter limite nao significa que a funcéo do exercicio nao tenha limite.

Exercicio 142. Aplique uma conveniente extensao do teorema 39 para estudar o limite
. 1
lim arctg | — ).
z—0t x
Enuncie e demonstre tal extensao.

Exercicio 143. calcule os limites seguintes (se existem)

2
1. im 2. lim z+1
z——1 1+ 1 =1 . —1
3 2 2
3. lim M 4. lim _axt
z—0 422 — 22 + 1 z5Foo 222 4+ — 1
5. lim (z—1)vVaz?+1 6. lim (senz+x)
z—0 T—+00
2
1
7. lim 2T 8 lim (fz]+2)
z—=1 x—1 T——00
2
1 -1 —
9. qm S flEsen(r-l) 0. lim 2=
z——1+ r—1 T——00 2
log(x? + 1
1. lim (V22— 2z +2) 12 lim 8@ FD
T——00 z—0 x
3 2
. x° 4+ 3z — 2 . o +x—4
B e M e
. em(gv2 1) . e®
R o 16 s
3 2
Lol . x*+x—95
17 xgrfoo 2 -1 18. il—% 2 —4x+4
T (2
—1
19, lim 2@ =1 20, lim Va2+l-z
21 322 — 2 — 1 T——+00
) e (2% — 1) . 5
21. i}gﬁ EPCR w— 22. xgr_noo ((\/x +1—2) sen(l/x))
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23, lim (Vz—4—+yz+5) 24.

li
T—r+00 xr—

1}100(\/:1:2—33—\/3—13)

Exercicio 144. Calcule os limites seguintes (se existem)

1. lim (x — 1)Va?+1 2. lim (senz+x)
z—0 T—+400
2
1
3 lim ~ + 4. lim ([z] + z)
z—1- z—1 T——00
2
.ozt +1 .
5. C’1:13(1) ] 6. 311_% z(z+2)(z —3)
3 3 3
—1 1 —+/1—
A P A A
z—1 x4 — 1 z—0 x
. V2Hr—2 . 1/3z—-2 3x+2
9. lim ———M— 10. lim — ( — >
z—0 x z—0 £ \2x + 3 2z — 3
11.  lim m 12.  lim M
z—0 Tsenx T=T T — X
1
13.  lim —— 14.  lim 2/|x|
z—0 1 —cosx z—0
2 3
. z°+ 3 . 3—x°—=x
B A s 16 T2
2 2
17 lm (-2 g 18 lim S senT
z5too \z 41 z—+oo 20 4+ x2 + 3

1/1 2
19, lim YIETEVE 20.  lim (V14 2% —2?)

T—=400 Vo —x T—>—00

Exercicio 145. Diga qual é, entre as seguintes, a defini¢ao correta do limite lin}l flx)="17.
z—

a) Para cada A e p positivos, se [z — b) Para cada A > 0 e para cada pu >
4 < pex#4entao, [f(x) =7 <X 0,se|r—4| < pentao, |f(x)=T7] <\

c) Para cada p > 0 existe A > 0 e d) Para cada p > 0 existe A > 0 tal
existe z tal que [z —4| < Xe|f(x) — quese |zt —4] < XA e x # A entdo,
7)< p [f(z) = 7] < p.

e) Para cada p > 0 existe A > 0 tal f) Nenhuma das respostas acima é
que se |z — 4| < X e x # 4 entdo correta.

[f(z) = 7] < p.
Exercicio 146. Suponhamos que
lim f(z) = —o0.

T—r+00

Diga qual, entre as afirmagoes seguintes, é correta .
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a) Se x > 0 entao f(z) < 0. b) Existe ¢ > 0 tal que f(z) < 0 para
cada xz > e.
c) Para cada ¢ > 0 existe n > 0 tal d) Nenhuma das respostas acima é

que para x > 1 temos f(x) >e > 0. correta.

Exercicio 147. Consideramos a proposicao seguinte: dadas f e g definidas em um intervalo I, seja xg € 1
fixado. Suponhamos que f(x) > g(z) para cada = e que li_>m f(z) =0. Entdo, li_>m g(x) = 0. A proposigao
T—rX0 T—T0

3

e

a) Verdadeira se colocamos a hipétese b) Verdadeira se colocamos a

suplementar g(z) <0, Vx € I. hipétese suplementar g(z) > 0,
Ve e 1.

c) Verdadeira sem necessidade de d) Verdadeira se colocamos a

outras hipdteses suplementares. hipétese suplementar f(zg) =
g9(zo) = 0.

e) Falsa, também colocando as

hipoteses suplementares acima.

Exercicio 148. Dada f : R — R, suponhamos que zgrfoof(ac) = —oco. Entao:
a) f é decrescente. b) xgrfoof(ﬁ) = +o00.
c) Vm >0, temos f(z) <O0sexz>m. d) Vm > 0eVk > 0 f(z) < k se
T > m.
e) xgrpoof(x) = +00 f) Nenhuma das respostas acima é
correta.

Exercicio 149. Dada f : N — N, f(z) = z + 1 diga quais (podem ser mais que uma) das afirmacoes sao

corretas.
a) f é injetora. b) f é sobrejetora.
c¢) f é limitada inferiormente. d) A notacdo f(z) = = + 1 non faz

sentido porque o dominio é N e a
varidvel a ser usada deve ser deno-

tada por n.

Exercicio 150. Procure uma f : R — R que nao seja crescente, mas que verifique grf f(z) = +o0. Esta
X o

funcao deve ser definitivamente crescente? Isto é, existe r tal que f é crescente em (r,+00)?

Em conclusao, o exercicio seguinte é particularmente importante
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Exercicio 151 (Limites das fungdes monétonas). Prove o resultado seguinte: Seja I um intervalo e seja
c o supremo de I. No caso em que supl = +00, continuo usando a letra c para obter um enunciado mais
compacto. Seja f: I — R mondtona. Entdo:

lim, . f(x) =sup f se f é crescente
lim, . f(z) =inf f se f é decrescente.

Prove esse resultado. Em seguida, enuncie e prove o andlogo resultado no caso em que ¢ = inf [.

14. Segunda-feira, 24 de maio de 2021
As fungoes continuas.

Definigao 52. Sejam [ intervalo de R, f : I — R uma funcao dada e T € [ dado. f é dita continua em T
se

lim f(z) = (7).

T—T
Em outras palavras, f é dita continua em T se para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que para todo =z €
(T -9, T+ )N 1 temos f(x) € (f(T) —e, f(T) +¢). f édita continua em I (ou, simplesmente, continua) se
¢é continua em todos os pontos de I.

O conceito de continuidade de uma fungao é pontual. Ou seja, dizemos que uma funcao é continua
em um ponto. Outros conceitos, ja encontrados, sao sé globais: invertibilidade, limitacao de uma funcgao,
monotonia. Nao faz sentido, por exemplo, dizer que uma funcao é limitada (ou inversivel, ou crescente) em

um ponto.

Definicao 53. Dada f: I - R e dado T € I, se f nao for continua em Z, dizemos que f é descontinua em

x € I e que x é um ponto de descontinuidade.

Portanto nao faz sentido dizer que x é um ponto de descontinuidade para f se x nao pertence ao dominio
da fungao. Por exemplo, nao é correto dizer que 1/ é descontinua em zero ou que x = 0 é ponto

de descontinuidade de 1/z.

Exercicio 152. Determine em quais pontos sdo continuas as fungoes seguintes (determine, inclusive, os
pontos de descontinuidade):

1/z sex#0 —2241 sex>2 sen
f@)=1/a,  fz)= 9(x) = f(2) =
0 se x = 0. 1-2z se x < 2. T
2 sex>1
cosx sex >T r+3 sex>1
glx) = f(z) = ) g@)={ 1 sex=1
-1 sex <. 2—x° sex <l1.

2 sex<l1.

Exercicio 153. Determine em quais pontos sao continuas a funcao sinal e a fungao parte inteira (determine,
inclusive, os pontos de descontinuidade).
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Exercicio 154. A funcao seguinte, muito famosa, é conhecida como funcao de Dirichlet (veja também Peter
Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859):
1 seze@Q
f R—=R, f(z) =
0 sexgQ

Prove que f é descontinua em todos os pontos do dominio.

Exercicio 155. Dada a fungao de Dirichlet f(x), considere g(z) = x - f(x). Em quais pontos é continua?

Exercicio 156. (dificil). Seja f: (0,1] — R definida como

1/n se z =m/n, m e n inteiros m > 0, n > 0 e primos entre si (m < n)

fz) =

0 se x é irracional.

Determine os pontos onde f é continua, e os pontos onde é descontinua.
Vamos ver agora a continuidade das funcoes elementares.

Proposicao 54. Sao continuas em todos os pontos do dominio:

e Os polinémios e 0s quocientes de polinomios.
o As fungdes trigonométricas.
e A exponencial a®.

e A poténcia x®.

A demonstracdo é consequéncia imediata do comportamento das funcbes acima colocadas a respeito
dos limites, como visto nas aulas anteriores. Vale a pena lembrar que os limites das fungoes poténcias
foram mencionados, nas aulas anteriores, mas nao provados porque nao particularmente simples. Mais

precisamente: lim,_,.x% = ¢® é relativamente facil se o € Q. Mais complicado se « ¢é irracional.

Analogamente ao caso dos limites, aqui também temos uma algebra das fungoes continuas.

Teorema 55 (Algebra das funcoes continuas — sem prova). Sejam f,g : I — R continuas em um ponto
T € 1. Entdo, sio continuas em T: f+g, f—g, f-g, f/g seT#0, f(x)9®),

A demonstracdo do primeiros dois casos é facil, do terceiro é média, dos outros trés é complicada.

Exercicio 157. Dé a prova da continuidade da soma e do produto no teorema anterior, usando com cuidado
ged.

Teorema 56 (Continuidade das fungoes compostas). Seja f : I — R continua em T € I. Seja J um
intervalo que contém Im f e seja g : J — R continua em § = f(T). Entao, go f é continua em T.

Exercicio 158. Prove o teorema anterior. O leitor pode verificar que se trata de um caso particular do
teorema 39. Diga em qual sentido este teorema é um caso particular do teorema 39.


https://en.wikipedia.org/wiki/Dirichlet_function
https://en.wikipedia.org/wiki/Peter_Gustav_Lejeune_Dirichlet
https://en.wikipedia.org/wiki/Peter_Gustav_Lejeune_Dirichlet
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Exercicio 159. Determine em quais pontos sao continuas as funcoes seguintes (determine, inclusive, os

pontos de descontinuidade):

T+ 2

z/lx| sex#0 ——— sex >0 sen(l/xz) sex#0
flz) = - fla)=1¢ lel+1 flz) = i
0 se z = 0. 2 _ o se x < 0. 0 se x = 0.
x + |z
0
fay=y @ T ey = pp-a
0 se x = 0.
. . N z? — 2z . . . _
Exercicio 160. Determine as solugoes de ﬁ > 1. Em seguida, determine a imagem da funcao
x u—

x2 =2

f(z) = 337 definida em [0, +00).

r—1

Exercicio 161. Determine o dominio de v/2senx + 1. A funcdo é crescente? responda usando a defini¢do
de funcao crescente.

- : L : o Vr+l4a?-1 Ve+1+a22-1 1
Exercicio 162. Calcule, se existem, os limites seguintes: lim , lim - sen —
z—0 T z—0 VT T

iy . o - sen (VI+a? —1)
Exercicio 163. Determine n € N tal que o limite seguinte seja finito e nao nulo: hr% R .
T— T T

Teorema 57 (da conservagao do sinal para as fungdes continuas — com prova feita na sala de aula e que
pode ser cobrada nos exercicios das provas). Sejam I intervalo e f : I — R continua em T € 1. Suponhamos
f(@) #0. Entao existe § > 0 tal que f(x) tem o mesmo sinal de f(Z) para todo x € (T — 6, T+ 0) N 1.

Exercicio 164. Dé a demonstracao do teorema anterior.

15. Quarta-feira, 26 de maio de 2021
O teorema seguinte é um classico da teoria das fungoes continuas e tem importantes consequéncias.

Teorema 58 (do anulamento para as fungdes continuas). Seja f : [a,b] — R continua (em todo o dominio).
Suponhamos que f(a) - f(b) < 0. Entao, existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Exercicio 165. Dé a demonstracao do teorema acima.

Exercicio 166. Todas as hipéteses do enunciado acima sao importantes para a demonstragao (geralmente
é assim: se um teorema é corretamente expresso, nao tem hipéteses supérfluas). O leitor procure exemplos

de funcdes continuas em conjuntos que nao sao intervalos para as quais o teorema de anulamento nao vale.
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Exercicio 167. O teorema de anulamento é um teorema de existéncia e nao fornece diretamente uma
técnica para encontrar a solugao de uma equagao f(z) = 0. Todavia, um algoritmo para aproximar solucoes
de equagbes f(x) = 0 é ficil para ser determinado. Seja f : [a,b] — R continua e tal que f(a)- f(b) < 0.

Seja c1 = @t o ponto médio do intervalo. Se f(¢1) = 0, o problema é resolvido. Sendo, o novo intervalo
[a1,b1] é obtido escolhendo aquela metade de [a,b] tal que f(a1) - f(b1) < 0. Continuando o processo, nao
temos nenhuma certeza de encontrar uma solugdo, mas sim uma sua aproximacao. Se, digamos, ao passo n,
observamos que b, — a,, = bQ_TG, o ponto médio ¢ do n-ésimo intervalo tem uma distdncia menor de l;n_%

de uma solugao da equagao (embora nao tenhamos a menor ideia de quem seja a solucdo exata).

Uma consequéncia do teorema do anulamento é o resultado seguinte.

Teorema 59 (dos valores intermedidrios para as fungdes continuas — com prova feita na sala de aula e que
pode ser cobrada nos exercicios das provas). Seja I intervalo e f: I — R continua. Entdo, a imagem de f
€ um intervalo. Um enunciado equivalente € o sequinte: sejam a,b € I e seja |l um niumero qualquer entre
f(a) e f(b). Entao, y € Im(f), ou seja, existe x entre a e b tal que f(x) =1.

Exercicio 168. Dé a demonstracao do teorema dos valores intermedidarios.

Exercicio 169. Dadas as fungoes seguintes, calcule a imagem dos conjuntos indicados ao lado (em todos
os itens seguintes, verifiquem com cuidado todos os detalhes e também use o comportamento crescente ou
decrescente das fungoes nos conjuntos indicados ou em parte deles, como foi visto nos exemplos em sala de

aula).
1. 2?2+2, (=3,4) 2. 2% [0,5]
3. +az, (=2,0] 4. (1/2)*, [-1,3]
5 23+2, (—1,1) 6. z+3, 0,5
7. 2z, (~1,3) 8 2?+lz|, (-3,2)
9. [x-2?% (-2,2 10.  (dificil) z(z — [z]), (—1,+00)

No exercicio acima [z — 2] é a parte inteira de z — 2. A parte inteira de um nimero real z, denotada pelo
simbolo [z], é o maior inteiro que nao ultrapassa x. Por exemplo: [1] =1, [9/4] = 2, [-1/2] = —1, etc.

Exercicio 170. Uma aplicacdo importante do teorema dos valores intermedidrios é a existéncia da raiz
quadrada de um nimero positivo qualquer. Para prova-lo, aplique o teorema & funcdo z? definida em

(0,+00) (lembrando a definigdo correta de raiz quadrada).

Exercicio 171. Uma outra aplicacao ¢ a existéncia de, pelo menos, uma solugao real de qualquer equacao
polinomial de grau impar. Devido ao fato que, se P(z) é um polinémio de grau impar, lim,_,;~ P(z) = +00
se o coeficiente da poténcia de grau méximo é positivo (—oo, se negativo) e lim,_,_~, P(z) = —c0 (400, se
aquele coeficiente é negativo).
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Podemos construir algoritmos para aproximar a raiz quadrada de um ndmero positivo, como para aprox-
imar as solugoes reais de equagoes polinomiais ou de equagoes mais complicadas (ex. ztgxz = p, onde p é
dado).

Exercicio 172. Construa algoritmos para aproximar a raiz quadrada de um ntimero positivo e para deter-
minar uma solugao (aproximada) de uma equagao polinomial de grau impar (escolha o polindémio e o erro

na aproximagao)
Exercicio 173. Prove que a equacdo > + 2 = a possui uma e sé uma solucio real para cada a € R dado.

Exercicio 174. Seja f : R — R continua. Suponhamos que z — 5 < f(z) < x + 1 para cada = € R. Prove

que a equacao f(x) = 0 possui pelo menos uma solugao.
Exercicio 175. Procure Im f, onde f é a fun¢do do exercicio acima.

Exercicio 176. Prove que a equacdo 8+ 52° — 6x* + 222 + 32 — 1 = 0 possui pelo menos uma solucio real.

16. Sexta-feira, 28 de maio de 2021

E interessante a relagdo entre continuidade e invertibilidade de uma fungao. E importante lembrar (ou
observar, se nao lembra) que é 6bvio que uma fungao estritamente mondtona é inversivel. O vice-versa é

falso.

Exercicio 177. Consideramos as fungoes seguintes:

i) x se x € [0,1) (@) x se x € [0,1) hz) x se z € [0,1)
x) = g(x) = x) =
x—1 sexe€l23] 3—x sexe€ll,2] 5—x sex€|[2,3
Desenhe o grafico de f, g e h. Determine se sao continuas, inversiveis, monodtonas, e se o dominio é um
intervalo. Se sdo inversiveis (ou algumas delas), determine as inversas, dizendo se as inversas sao continuas,

mondtonas, e se o dominio é um intervalo.

Em particular, a funcdo f do exercicio é continua e inversivel, mas a inversa é descontinua. A h é continua

e inversivel, mas nao é mondtona. Esta falta de propriedade acontece porque o dominio ndo é um intervalo.

Teorema 60 (monotonia de uma fungao inversivel). (Sem prova) Seja I intervalo, f : I — R continua e

versivel. Entao é mondtona.

Exercicio 178. Em sala de aula somente foi dada a ideia da prova. Tente aqui reproduzir os detalhes. A
prova é fortemente baseada no teorema dos valores intermedidrios. Observe uma outra coisa: se eu quero
provar que uma func¢ao nao é monétona, bastam quatro pontos (eventualmente trés): a, b, ¢, d tais que a < b

e f(a) > f(b), e isso diz que f nao é decrescente, ¢ < d e f(c) < f(d) e isso diz que f nao é decrescente.

O resultado mais importante é o seguinte (cuja prova é baseada no teorema acima)
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Teorema 61 (continuidade da funcao inversa). (Sem prova) Seja I intervalo, f : I — R continua e

inversivel. Entdo a funcdo inversa f~1 é continua.

Exercicio 179. Pode tentar provar o teorema. Precisa usar o teorema 60 e aplicar a definicao com € e 4.

A continuidade da funcao /z, definida em [0, +00) se n é par, e em R se n é impar, é uma consequéncia do
teorema acima, embora tenha sido provado em uma aula anterior, diretamente com ¢ e §, que lim,_,z /x =
VZ.

Sao continuas as fungoes trigonométricas inversas: arcsen, arccos e arctg.

17. Quarta-feira, 2 de junho de 2021

Concluimos a parte da continuidade com o teorema seguinte, um dos mais importantes do curso.

Definigcao 62. Dada f: A — R, onde A é um conjunto qualquer, o mdzimo de f é definido como o méximo
da imagem de f, se existe. O minimo de f é definido como o minimo da imagem de f (se existe).

O termos acima sao algumas vezes chamados de méaximo e minimo absolutos, para nao confundi-lo com
0s maximo e os minimo relativos. Aqui nao tem risco de confusao. Os maximo e os minimo relativos serao

apresentados nas proximas aulas.

Teorema 63 (de Weierstrass). Uma funcgdo f : [a,b] — R continua possui mdzimo e minimo. Ou seja,

existem x1 € xo in |a,b] tais que, para todo x € [a,b], hd f(z1) < f(x) < f(z2).

O teorema deve seu nome a Karl Weierstrass (1815-1897), que foi o matemaético considerado o “pai da
moderna andlise matematica”. Com a unica exceo do Teorema da Funcao Implicita, os cursos de analise

matematicas atuais coincidem com o curso elaborado por Weiestrass na sua carreira de professor.

Um aluno, nao lembro agora se da turma da matemaéatica do da fisica, mencionou em sala de aula a
existéncia de uma func¢do continua em todo o dominio, mas nao derivavel em nenhum ponto. Tal funcao,

que eu nao lembrava, é conhecida como funcao de Weierstrass, efetivamente definida por ele.

A demonstracao de Weierstrass foi dada em sala de aula numa versdao da qual resumo aqui os passos
principais.
e Se considera o conjunto E dos pontos x € [a, b] tais que f é limitada em [a, z].
e Se prova que o supremo, S, de E pertence a FE.
e Se prova que S = b, obtendo que f ¢é limitada em E.
e Se prova por contradigao que o supremo M de f é méximo. Porque, se nao fosse assim, 1/(M — f(x))
seria bem definida. Portanto limitada, sendo continua.
e A contradic@o aparece aqui: a limitagao de 1/(M — f(x)) nao combina com M = sup f

Exercicio 180. O leitor apresente os detalhes da prova.

Exercicio 181. Seja f : [0,1] — R, f(z) = x — [z] ([x] é a parte inteira de z). Prove que f nao possui
maximo. Qual hipétese do Teorema de Weierstrass nao é respeitada?


https://en.wikipedia.org/wiki/Karl_Weierstrass
https://en.wikipedia.org/wiki/Weierstrass_function
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Exercicio 182. Seja f :[0,1) - R, f(x) = z. Prove que f nao possui maximo. Qual hiptese do Teorema
de Weierstrass nao é respeitada?

Exercicio 183. Seja f : [0,+00) — R, f(z) = z. Prove que f nao possui maximo. Qual hipétese do
Teorema de Weierstrass nao é respeitada?

Exercicio 184. Procure exmplos de fungoes que nao respeitam algumas das hipoteses do Teorema de

Weierstrass, mas que possuem maximo e minimo.

18. Sexta-feira, 4 de junho de 2021
A derivada de uma funcao

Seja I um intervalo de R, f : I — R uma funcéo dada e x¢ € I dado. Variando m € R, as equacoes

y = f(zo) +m(x — x0) (10)

representam todas as retas secantes ao grafico de f no ponto (zg, f(xg)) com a unica exce¢ao da reta vertical
que tem equacao x = zp nao estd na forma (10).
Seja agora x € I e o correspondente ponto no gréfico de f, (z, f(x)). O quociente
fz) — f(xo)
T — X0
se chama razdo incremental de f, relativa a xg e x e é o coeficiente angular da reta secante ao grafico
de f por (xo, f(x0)) e (z, f(x)). Se existe e é finito o limite desta razdao quando z — x¢, este limite d4,

¢

intuitivamente, o coeficiente angular de uma “reta posicao limite” das secantes (quando x — ).

Definigao 64. Sejam [ intervalo de R, f : I — R uma funcdo dada e zg € I fixado Se existe e é finito o

limite
L 1) = fw)

T—TQ T — X0

=1,
entao dizemos que f é derivdvel em xy e o numero [ se chama derivada de f em xg.

A derivada de f em z (se existe) é denotada, normalmente, por um dos simbolos seguintes:

daf
f/(x())v %(.f()), Df(i(f()), Df(w)‘x:zo
O primeiro é aquele mais comun.

Uma outra forma de escrever a razao incremental e portanto o limite acima é obtida pondo x — zg = h.

Temos
f(zo+h) — f(zo) e lim f(zo+h) — f(zo0)
h h—0 h '

A nocao de derivada é pontual (como a de continuidade), ou seja derivada de uma fun¢ao em um ponto.
Dada f : I — R, se f é derivavel em todos os pontos de I, dizemos que f é derivavel e fica bem definida

uma nova func¢ao, a derivada de f, x — f’(x), definida em 1.

Se f é derivavel xg, a reta de equacao y = f(xo) + f'(x0)(x — o) é definida como sendo a reta tangente
ao grafico de f no ponto (zo, f(z0)).
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Atencao: a precedente é a verdadeira definicdo de reta tangente; outras possiveis defini¢cbes, como “a

reta que encosta o grafico s6 em um ponto”, sdo corretas s em casos muito particulares, por exemplo a

circunferéncia.

€1 Zo

Reta secante e reta tangente em (zo, f(xo)).

Zo

Exercicio 185. Na pardbola de equacido y = 22 procure um ponto onde a reta tangente & parabola forma

um angulo de 7/4 com o eixo z.

Exercicio 186. Um corpo cai de uma altura de 15 mt, sujeto s6 a forca peso (desconsiderando o atrito do

1
ar). A fungao espago dependendo do tempo é s(t) = §gt2, onde g ¢é a constante gravitacional terrestre, e

vale cerca 9,8 mt/sec?. Calcule a velocidade com que ele chega ao solo.

Exercicio 187. Entre todas as retas tangentes ao grafico de (z —1)* determine quais passam por um ponto

do tipo (—1,z) com z < —3.

Na tabela seguinte coloco as derivadas das principais funcoes elementares. Os resultados da tabela serao

provados nesta e nas préximas aulas.

Derivadas das funcoes elementares.

f(2) f'(=) f(x) f'(x)
1. ¢ (fungao constante) 0 2. x 1
3. Al nz" ', neN n>1 |4. sen x Cos T
1
5. cos T —senx 6. tgx 1+tglx = 5
cos‘
1
7. log — 8. e’ e’
! 1
9. a® a*loga, a>0 10. log, =
x loga
1
11. P Bl eR 12. arcsenzx —_—
B P Ji_a2
1 1
13. arccos —\/17_7 14. arctg [

Exercicio 188. Prove os primeiros trés resultados da tabela acima.
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Exercicio 189. Dados os graficos seguintes, desenhe (intuitivamente) os gréficos das derivadas.

| 7

Exercicio 190. Calcule, usando a definicio, a derivadas das funcoes seguintes: 3z — 2, 22 —z, 27 + 1, /z,

escolhendo os pontos do dominio onde fazer o calculo.

Exercicio 191. Prove que |z| ndo é derivavel em zero enquanto |x|3 é derivdvel em zero. Calcule a derivada

de |x| e de |z|? (nos pontos onde as funcdes sdo derivaveis).
Exercicio 192. Seja f(z) = 23. Calcule f'(0), f'(—2), f(1/2).

Exercicio 193. Prove que a derivada de uma funcao par é uma funcao impar. Lembre que uma funcao
f:R — R édita par se f(x) = f(—x) para todo x e é dita impar se f(z) = —f(—=z) para todo x.

Exercicio 194. Prove, usando unicamente a defini¢do de derivada, que v/ nao é derivdvel em zero.

Exercicio 195. Prove que a derivada de uma funcao impar é uma funcgao par.

19. Sabado, 5 de junho de 2021

Exercicio 196. A prova da férmula das derivadas de seno e cosseno e uma facil consequéncia das férmulas

da soma das duas funcoes trigonométricas. Faga a prova como feito em sala de aula.
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Exercicio 197. Replique o exercicio feito em sala de aula para provar que D(logx) = 1/x e que D(e®) = €*.
Neste exercicio uma parte fundamental é provar os limites
In(1 r—1
P L) T S

z—0 €T z—0 €T

Os dois sao consequéncia dos limites
1\* 1\*
3. lim log (1 + f) =e, 4. lim log (1 + —) =e,
T—+00 xT T——00 €T

que, como ja dito, sao dados sem demonstracdo porque tém uma certa complexidade. Verifique, aplicando
em todos os detalhes o teorema sobre o limite de fung¢ées compostas, que os limites 1. e 2. implicam o limite
3. e que este implica o limite 4.

Exercicio 198. Calcule os limites seguintes.

2

1\ log(1 + 2
1. lim log (1 + f) 2 lim 280120
x——+00 x z—0 T
) 1
3. lim ° 4. lim 28R
x—0 xT x—0 x
X 1 X
5 tm (147 6 tm (14 )
z—+00 x T—+00 x

No item 5, a € R é fixado.

Exercicio 199. Diga em quais pontos sao derivaveis as fungoes seguintes:

22 zeQ e VT >0
fle) = 0 zeR\Q, 9(o) = 0 z < 0.

Proposicao 65 (Continuidade de uma fungao derivavel). Seja f : I — R uma funcao derivdvel em um

ponto xg € I. Entao, f € continua em xq.

Observagao 66. Nao se faca confusao: o resultado acima diz que uma funcao derivdavel em um ponto é
também continua naquele ponto. O viceversa nao vale. Pense como contra-exemplo na funcao |z| ou /.
Um enunciado equivalente & proposicao é o seguinte: Seja f : I — R uma func¢ao descontinua em um ponto
xo € I. Entao, f nao é derivavel em x.

Exercicio 200. Seja

z+1 >0
flx)y=4¢0 x=0
r—1 <0

Prove usando a definigdo que f nao é derivavel em x = 0 (usando a proposicao acima seria facil). Calcule
a derivada de f em todo outro ponto (z # 0). Verifique se lim,_,q f'(x) existe. (o limite da derivada nao é

o limite da razao incremental)
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20. Segunda-feira, 7 de junho de 2021

Até agora o unico instrumento que permitiu o cdlculo das derivadas foi a aplicacao da definicdo. Que se

sen 1'2

em r = 1 é extremamente complicada
x

com a definicdo. A seguinte proposi¢ao, assim como os proximos resultados relativos a derivacao de uma

torna quase inviavel para funcoes até nao complicadas: D (

funcéo composta e da inversa de uma funcao, ajudam muito nas contas.

Proposicao 67 (Algebra das derivadas ou regras de derivagao). Sejam f,g: I — R duas fungoes derivdveis
em um ponto xg € I. Entdo sao derivaveis em xo as funcoes f g, f-g, 1/g e f/g (nestes dltimos dois

casos se gzg) £ 0) e temos as formulas:
(1) (f +9)(zo) = f'(z0) + g’ (o),
(2) (f = 9)(wo) = f'(z0) — g'(w0),
3) (f9)'(xo) = f'(w0)g(wo) + f(z0)g (x0),

(4) (1/9) (o) = ‘(5(53(3;2

, _ f'(w0)g(z0) — f(z0)g' (20)
(5) (f/9) (o) = (9(z0))?

1 1

Como exemplo, se n € inteiro positivo e z # 0, D — = —n —)
T T

Do item (5) segue que a tangente é derivdavel: Dtgx = =1+ tg2e.

cos? x

Exercicio 201. Prove todos os itens da proposicao, conforme feito em sala de aula.

Proposicao 68 (Derivada da fungdo composta, também chamada regra da cadeia). Sejam dadas duas
fungoes f: 1 - R eg:J— R, tais que Im(f) C J. Sejam f derivdvel em um ponto xo € I e g derivdvel
em yo = f(x0). Entdo go f é derivdvel em xy e (go f) (x0) = ¢ (vo)f (x0).

Exercicio 202. Prove a proposicao acima. Lembre as dificuldades que foram mencionadas em sela de aula
e veja que a demonstragao se apoia neste resultado intermedidrio que coloco aqui: sejam I intervalo de
Re f:I— R uma funcio dada. Suponha f derivdvel em um ponto x € I firado. Suponha também que
para todo 6 > 0 exista z € I, |z — x| < § tal que f(z) = f(x). Entdo, f'(z) = 0. Prove este resultado e
tente oferecer dele um enunciado mais geral. De fato, nao precisa “incomodar” a derivagao. Se trata de um
resultado geral sobre os limites.

Exercicio 203. Calcule as derivadas de sen 2z e cos z:2.

Exercicio 204. Calcule as derivadas de sen (22 + tgx) e log(z® + 1).

Exercicio 205 (Derivada de f (m)g(x)). A proposicao 68 pode ser usada para calcular a derivada de uma
funcao do tipo f(2)9*), onde f e g sdo derivéveis. Claramente precisa que f(z) > 0 para todo z. Neste

caso, se trata de observar que
F(2)9®) = los /@) _ o g(a)log ()

Aplique agora a proposicao 68 para concluir o exercicio.
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Exercicio 206. Calcule a derivada de (senx + 2)°%.

Exercicio 207. Usando o “truque” do exercicio 205 e a proposicao 68 pode calcular as derivadas de a* e
xP e verificar os resultados da tabela de derivadas apresentada na aula 19.

Exercicio 208. Calcule a derivada de {/z.

21. Quarta-feira, 9 de junho de 2021 e
22. Sexta-feira, 11 de junho de 2021

A prova do proximo resultado foi dada em sala de aula.

Proposicao 69 (Derivada da fungao inversa). Sejam I intervalo, f : I — R inversivel e continua e
chamamos g : Im(f) — R a fungao inversa de f. Se f € derivavel em um ponto xg e f'(xg) # 0, entdo, g €

derivdvel em yo = f(xo) e temos ¢'(yo) = 1/f'(xo).

Exercicio 209. Prove a proposicao acima. Lembre que é fundamental o resultado que diz que se f é

continua num intervalo e inversivel, entdo é mondtona.

Exercicio 210. Da proposicao anterior vale em um certo sentido o viceversa: Seja I intervalo, f: 1 — R
inversivel e continua, g : Im(f) — R a fun¢do inversa de f. Se f é derivdvel em zq e f'(xg) =0, entdo, g

ndo € derivdvel em yo = f(xo)

Exercicio 211. Prove as férmulas 10, 12, 13 e 14 da tabela das derivadas apresentada na aula do dia 4.

Exercicios variados.

2
-1
Exercicio 212. Calcule as derivadas das fungoes seguintes: a) 3(67_1_2), b) senx-arccosz, c¢)V1+ a2,
x(x
1-— .
d) arcsenx — senz, e)xv1+22, ) arctg H—J’ g) arctg (2z — 2?)  h) log Va2 +1 i) esne,
x

1
Exercicio 213. Encontre um ponto P na hipérbole de equacao y = T+ 2 tal que a tangente por P encontre
x

a origem do plano.

Exercicio 214. Calcule a area do triangulo formado pelos eixos do plano e pela tangente a curva y = senx

¢ 37 1
no ponto | —, —
p TR

Exercicio 215. Encontre a equacoes das tangentes & pardbola y = 22 — 4z + 3 que passam pela origem.

Exercicio 216. Calcule a 4rea do tridngulo que tem como vertices os pontos comuns das pardbolas y = z2

ey =z — 2% e o ponto de intersecdo entre o eixo das abscissas e a tangente & pardbola 2y = 22 em (—2,2).

Exercicio 217. Determine em quais pontos sao derivaveis as funcoes seguintes e calcule as derivadas.



58

1. signzx-2? 2. !
tgx
-1 z>1
3. Izl 4. flx)=
T r<l1
v’ x>0 e’ x#0
5 flz)= 6. flx)=
1 z <0 0 z=0
7. sen|x| 8 ]

Exercicio 218. Calcule as derivadas das fungoes seguintes.

1. zsen’w 2. cos(senx)
242 -1
3. Tt 4.  cos (a: )
a3 — 3w x+2
5. arctg/x 6. +/arctgx
2

sen x 1

_— 8. T+
tg (2 +2) ve Vrt+1
Exercicio 219. Escreva a equagao da reta tangente ao grafico em (zo, f(x0)) das fungoes seguintes.

342 +3, zg=-1/2 tgx?, =7

Exercicio 220. Diga em quais pontos as fungoes seguintes sao derivaveis e calcule a derivada (nos pontos
onde existe). Depois, diga se as derivadas sao continuas.

1 1
r?cos— x#0 e 22 x>0
0 =0 0 <0
= #0 (r—1)2—-1 >0
Tsen— x — —
5. f@)= . 4 f(fv)z{
0 =0 sen x z <0
2
27.%. x>0
x*+2 224+1 >0
5 f®)=< 0 x=0 6. f(x)=
senx x<0
—2_3 <0

Maximos e minimos, absolutos e relativos

Vamos introduzir o conceito de ponto de maximo ou minimo relativo.

Definigao 70. Seja A um subconjunto de R e f: A — R uma funcao.
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a) O madzimo absoluto de f é o maximo (se existe) da imagem de f. O minimo absoluto de f é o
minimo (se existe) da imagem de f.

b) Um ponto zg € A é dito ponto de mdximo absoluto se f(xg) é o maximo absoluto de f. Um ponto
xg € A é dito ponto de minimo absoluto se f(xp) é o minimo absoluto de f.

¢) Um ponto g € A é dito ponto de mdzimo relativo se existe um intervalo (zog — 0, o + 0), tal que
f(z) < f(zo), para cada x € AN (z¢ — 9,20+ d). Um ponto zp € A é dito ponto de minimo relativo
se existe um intervalo (xo — d,z0 + 9), tal que f(z) > f(z¢), para cada x € AN (zg — 0,y + 9).

Exercicio 221. Seja a funcao f(x) = 2z, x € [1,2] U [3,4]. Determine, justificando a resposta, o maximo e

o minimo de f (porque existem?) e os pontos de maximo e minimo relativos.

)
Exercicio 222. Seja a fungao f(z) = 2z, x € [1,2] U [3,4]. Determine, justificando a resposta, o maximo e
)

o minimo de f (porque existem?) e os pontos de maximo e minimo relativos.
Exercicio 223. Determine, justificando a resposta, os pontos de maximo e minimo absolutos de sen .

Exercicio 224. Determine, justificando a resposta, os pontos de maximo e minimo absolutos e relativo de
x2 se —1<x<0
flz)=2 2 sex =0
33—z sel0<ax<3

As defini¢Ges acima envolvem fungoes quaisquer, ou seja, que podem néo ser continuas nem derivaveis.
Contudo, se a funcao estudada é continua num intervalo limitado e fechado, o Teorema de Weierstrass
(teorema 63) diz que ela possui maximo e minimo absolutos. Este teorema é importante, porém, por outro
lado, ndo d4 nenhuma ajuda prética para determinar maximo e minimo absolutos (nem relativos) de uma
funcao. Se uma f é derivavel, sua derivada nos da informagoes sobre os maximos e os minimos. O primeiro

teorema importante é o seguinte.

Teorema 71 (de Fermat). (Condi¢ao necessdria para a existéncia dos pontos de mdzimo ou de minimo
relativo.) Seja I intervalo de R e f: I — R uma fun¢do dada. Seja xg um ponto interno de I (ou seja um
ponto que pertence a I, mas ndo € extremo) e seja ao mesmo tempo um ponto de mdzrimo ou de minimo

relativo de f. Suponhamos que f seja derivdvel em xy. Entdo, f'(xg) = 0.

Exercicio 225. Prove o teorema de Fermat.

Dada uma funcao f : I — R, um ponto zq tal que f'(0) = 0 se chama ponto critico ou ponto estaciondrio.

Exemplo: f(z) = 22, € R. Todos os pontos do dominio sdo internos e f é derivavel. Sabemos que x = 0
é ponto de maximo absoluto (e portanto relativo) de f. O teorema de Fermat nos diz que f'(0) = 0, coisa
que pode ser calculada facilmente.

O vice-versa do teorema nao vale. Dada uma fungao f, se f'(zg) = 0, ndo sabemos se zy é ponto de
méaximo ou minimo relativo. x = 0 é ponto critico de f(z) = x3, mas nio é ponto de méximo nem de

minimo relativo.

O teorema de Fermat é usado sé para estudar pontos internos ao dominio. Se, por exemplo, consideramos
f(z) = x, z € [0,1], sabemos que 0 é ponto de minimo e 1 é ponto de méximo. Porém, f'(x) = 1, para
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todo x. Neste caso os pontos de maximo e de minimo sao os extremos do dominio; o teorema de Fermat

nao pode ser aplicado.

A seguinte é uma versao do Teorema de Fermat que é equivalente e de fato mais utilizada nas aplicagoes.

Teorema 72 (de Fermat — versao equivalente). Seja I intervalo de R e f: I — R uma funcao dada. Seja
xo um ponto interno de I (ou seja um ponto que pertence a I, mas nao é extremo) e seja ao mesmo tempo
um ponto de mdximo ou de minimo relativo de f. Suponhamos que [ seja derivdvel em xg e que f'(xg) # 0.

Entao, oy nao é um ponto nem de mdzximo nem de minimo relativo.

Observagao 73. Resumindo, os pontos de maximo ou de minimo relativo de uma funcao f : I — R, devem
ser procurados entre os trés grupos de pontos seguintes:

(1) os pontos internos do dominio onde f é derivavel e a derivada ¢ zero;

(2) os extremos de I;

(3) os pontos onde f nao é derivavel.

Exemplo: f(z) = x3/3 —22/2—3; a funcdo é definida em R, que é aberto (todos os pontos sdo interiores),
¢é derivavel em R a derivada se anula em 0 e 1. Este dois pontos sao candidatos a ser pontos de maximo ou

de minimo relativo, mas ainda nao temos condigoes suficientes para dizer se de fato sao.

Exercicio 226. (exercicio 1til): analise a observacdo acima. Procure exemplos de func¢oes onde pontos de
maximo ou minimo sdo pontos criticos internos, outros exemplos de fungdes onde pontos de maximo ou
minimo sao pontos extremos do dominio onde a funcao é derivavel mas a derivada nao é zero, e exemplos

de funcoes onde pontos de maximo ou minimo sao pontos onde a derivada nao existe.

Exercicio 227. Seja f : [a,b] — R derivdvel. Prove (pelo menos) uma das relagoes seguintes:

1) se f'(a) > 0, entdao a é ponto de minimo relativo;

s

3

(1) (

(2) se f'(a) < 0, entdo a é ponto de méximo relativo;
(3) (b) > 0, entao a é ponto de maximo relativo;
(4) se f'(b) < 0, entao a é ponto de minimo relativo.

Observe que teorema de Fermat d4 uma condigao necessaria para a existéncia dos pontos de maximo ou
de minimo relativo de uma fun¢ao, enquanto as condigoes (1)—(4) deste exercicio fornecem uma condigao

suficiente.

Exercicio 228. Entre todos os retangulos inscritos em uma circunferéncia, determine aquele de perimetro

maximo.

23. Segunda-feira, 14 de junho de 2021

p
Exercicio 229. Seja p > 1 fixado. Diga se existe o méximo de f(z) =z — T em [0, +00). Para abordar o
p

exercicio, observe primeiramente algumas coisas:
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(1) a poténcia g(x) = xP, ndo conhecendo p, é definida para = > 0. Todavia, sabemos que p > 1 e por
isso lim,_,o 2P = 0. Assim, tal poténcia por ser estendida con continuidade em zero definindo ¢(0)
igual ao limite acima, ou seja, zero.

(2) O teorema de Weierstrass nao pode ser aplicado porque o dominio nao é limitado. Observe contudo
o seguinte:

e f(x) é positiva para alguns valores de x. Por exemplo f(1) = 1.
e Como ja visto, f(0) = 0 e lim,_,¢ f(z) = —oo (vefique nos detalhes este tltimo fato).
Isso implica que f possui maximo. Prove nos detalhes isso, como extensao do teorema de Weierstrass.

Resumindo, no exercicio acima se aplicam seja o teorema de Weierstrass, eventualmente reajustado, seja

o de Fermat. Isso vale também para alguns dos exercicios seguintes.

Exercicio 230. Entre todos os cilindros circulares retos de volume fixado, determine aquele de area minimo.

Exercicio 231. Entre todos os niimeros nao negativos x e y, tais que = +y = 1, determine aqueles tais que

o produto xy é maximo.

Exercicio 232. Entre todos os niimeros nao negativos z e y, tais que 22 + y? = 1, determine aqueles tais

que a soma z + y é maxima.
Exercicio 233. Entre todos os retangulos inscritos em uma circunférencia, determine aquele de perimetro
maximo.

Exercicio 234. Determine os pontos criticos das fungoes seguintes, nos dominios associados. Mais em geral,
determine os pontos candidatos a serem pontos de maximo ou minimo relativo. Enfim, diga quais fungoes

possuem maximo ou minimo absolutos.

1. senz —cosz, [0,27] 2. ﬁ, [—2, 3]
3. z(x—2)?2 [0,3] 4. senxz + |cosz|, [0,7]
2 T
5 2%+ 2 (0, +00) 6. 1o
22
7. x—arctgzr, R 8. T2
9. =zlogz, (0,+00) 10. logzx — 3arctgz, (0,+00).

Exercicio 235. Divida 8 em duas partes tais que seja minima a soma dos cubos delas.

Exercicio 236. Seja V' o volume de um prisma reto, cuja base é um tridangulo equilatero. Determine o lado

do triangulos tal que a area total seja minima.
Exercicio 237. Entre todos os cilindros inscritos na esfera de raio 1 determine:

a) aquele de area lateral maxima,

b) aquele de drea total maxima.

Exercicio 238. Entre todos os cones inscritos na esfera de raio 1 determine:
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a) aquele de volume maximo;
b) aquele de area lateral maxima;
c¢) aquele de drea total maxima.

4 2
Exemplo. Consideramos f(z) = :cz — ga:?’ — % +1. A funcao é continua, porém estd definida em R, que
nao é limitado. Portanto nao podemos aplicar o Teorema de Weierstrass, ou seja, nao sabemos, a priort,
se f possui maximo e minimo. Podemos ver que wgrirlw f(x) = 400 (prove como exercicio). Portanto f nao
possui maximo absoluto. Por outro lado, possui minimo absoluto. Para prova-lo, vamos utilizar o limite
acima na maneira seguinte.
Primeiramente pegamos, a caso, um valor do dominio, por exemplo x = 0. Temos f(0) = 1. Portanto o

minimo absoluto, se existir, sera < 1. Seja M = 2. Pela definicao de limite e pelo fato de que xkgloo f(z) =
+00, existem a e b reais, a < 0 < b, tais que f(x) > 2 se z < a e se x > 2. Portanto, o minimo absoluto, se
existir, serd atingido no intervalo [a, b]. Neste intervalo podemos aplicar o Teorema de Weierstrass e dizer
que possui minimo m a func¢do f restrita ao intervalo |a,b]. Por outro lado, sendo m < 1 e sendo f(x) > 2

se x < aesex > 2,0 valor m se torna necessariamente minimo de f em todo o dominio R.

Exercicio 239. De fato, o argumento anterior pode ser traduzido neste teorema seguinte:
seja f : R — R continua. Suponhamos que liI:il f(z) = +o0. Entao, f possui maximo absoluto.
T—>00

Dé em todos os detalhes a demonstracao deste fato, usando o teorema de Weiestrass como ferramenta.

Voltando & funcdo do exemplo, a derivada é f'(z) = 2® — 522/3 — 22/3 = 2(x + 1/3)(x — 2). Como f é
derivavel em R e o dominio nao tem pontos extremos, os tinicos candidatos a serem de maximo ou minimo
relativo (e minimo absoluto, que sabemos existir) sdo os pontos criticos de f, 0, —1/3, 2. O problema é que
nao temos ferramentas para prosseguir a investigacdo. As ferramentas sao fornhecidas por um teorema, o
Teorema valor médio (ou de Lagrange), que é um dos mais importantes do curso. Iremos ver esse teorema

em breve.

Exercicio 240. No desenho seguinte temos B
duas torres de altura a e b, respectivamente,
e distancia d. Um passaro voa da cima da A
primeira torre, encosta o chao em P a vai

para cima da segunda torre. Determine P

tal que o caminho percorrido seja minimo. O c D

exercicio d4 a possibilidade de obter a lei de
reflexdo da luz e a lei dos senos de Snell sobre

a refracao.

Exercicio 241. Entre todos os retdngulos de perimetro fixado determine aquele de drea méaxima. Existe

aquele de drea minima positiva?

Exercicio 242. Entre todos os retangulos de area fixada determine aquele de perimetro minimo. Existe

aquele de perimetro maximo?
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Exercicio 243. Seja dado um tridngulo retangulo 7. Denotamos por a e b as medidas dos catetos. Seja
dada a definicdo seguinte: um retdngulo € dito inscrito em T se dois dos seus lados estdo sobre os catetos
do triangulo e um dos seus vértices h estd na ipotenusa. Determine, entre todos os retdngulos inscritos em

T, aquele de drea maxima.

. . N - . l:
Exercicio 244. Seja dado um retangulo de papelao, cujos lados medem h ; h]

e b respectivamente. Queremos construir uma caixa cortando, nos cantos,

quatro quadrados de lado [ e levantandos os pedacos que sobram. Determine

b+ h— Vb2 4+ h2—bh
c .

[ tal que o volume seja maximo. Resposta: [ =

Exercicio 245. Queremos produzir latas de bebida gastando a menor quantidade possivel de aluminio.
Supondo que uma lata de bebida seja um cilindro circular reto, com a capacidade de V dada (por exemplo

350 ml), determine o raio da base e a altura que rendem a &rea total minima.

%
Resposta: r = { —
2w

Exercicio 246. Entre todas as piramides retas de base quadrada e de drea total fixada determine aquela

de volume méximo.

Exercicio 247. Determine em quais pontos a funcao seguinte é derivavel e calcule a derivada:

2+x sex>0
flz)=2 0 sex =0
senr sex <0

Exercicio 248. No desenho abaixo o arco acima do retangulo é a semicircunferéncia de didmetro igual a
base do retangulo. Entre todas as figuras de perimetro fixado P, determine a medida dos lados que rendem

a drea maxima.

Exercicio 249. Imagine que o desenho a esquerda represente uma praia. Em B temos o nosso guarda-sol.
Queremos ir ao bar que estd em C. No ponto O comeca uma calgada de madeira que chega até o bar, e onde
imos mais rapidamente do que na aréia. Suponhamos que a velocidade na aréia seja 1 metro ao segundo,
enquanto na calgada 2m/sec. Suponhamos que os segmentos OB e OC sejam perpendiculares. Além disso,
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a calcada tem 10 metros de comprimento, enquanto OB ¢é 15 m. Partindo de B, determine em qual ponto
della cal¢ada precisa entrar (continuando dali até o bar) para render minimo o tempo para chegar ao bar.

Exercicio 250. Olhando o desenho a direita, entre todos os segmentos verticais entre as pardbolas de

2

equacoes 2y = 4 — x?, onde y > 0, e 3y = 2> — x — 6, determine aquele de comprimento méximo.

Exercicio 251. Se uma funcéo é continua em R, nao sabemos se ela possui méximo e minimo absolutos,

porque o dominio nao é limitado e o teorema de Weierstrass nao pode ser aplicado. Todavia, com uma
hip6tese mais forte podemos chegar & conclusdo seguinte: se f : R — R é continua e verifica

xLl\Iinoo f(x) =%

entao f possui maximo absoluto. Prove este fato. A ideia da prova é a seguinte: aplique a defini¢do de
limite; assim, fixado L € R, existem a,b € R, a < b, tais que f(z) < L se x < a e x > b. No intervalo [a, ]
f é obviamente continua, podemos aplicar o teorema de Weierstrass e f, em [a, b], possui maximo absoluto.
Pequeno problema: o méximo absoluto de f em [a,b], chamo ele de M, pode ser menor de L e assim nao
temos certeza de que M seja maximo absoluto de f em tudo R. Todavia, temos um truque para resolver
esta complicagao: escolha um ponto qualquer de R, por exemplo 0. Agora aplique aplique a definicao de
limite: existem a,b € R, a < b, tais que f(x) < f(0) — 1 se z < a e z > b. Prove que pode escolher a < 0 e
b > 0. E continue a demonstragao até o final.

Os teoremas fundamentais do calculo diferencial: Rolle, Lagrange e Cauchy

Teorema 74 (de Rolle). Seja f : [a,b] — R uma fung¢do continua em [a, b] e derivdvel em (a,b). Suponhamos
f(a) = f(b). Entao, existe um ponto c € (a,b) tal que f'(c) = 0.

O teorema acima é um caso particular do resultado seguinte, de importancia crucial em todo o curso e

também em toda a andlise matematica.

Teorema 75 (do valor médio ou de Lagrange). Seja f : [a,b] — R uma fungao continua em [a,b] e derivdvel
em (a,b). Entao, existe um ponto c € (a,b) tal que

f(0) — f(a)

b—a

= f'(o).

Como feito em sala de aula, pode ser provado o teorema de Rolle e usé-lo depois para provar o teorema
do valor médio. Nas hipéteses do teorema de Rolle, f possui maximo e minimo absolutos. Se eles caem nos
extremos, significa que f é constante. Assim a derivada é nula em todos os pontos. Se nao, pelo menos um
entre o maximo e minimo absolutos cai em (a,b), seja ¢ este ponto. Pelo teorema de Fermat, f'(¢) = 0.
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Exercicio 252. Prove nos detalhes o passo 1 acima. Nesta argumentacao, tem uma observagao logica que
vou aqui traduzir no exercicio seguinte: escreva a negacao Iégica da frase seguinte: “Anténio e José sao altos”.

O passo 2 da prova do teorema de Lagrange é o seguinte: aplique o teorema de Rolle a fungao

o(@) = @)~ 1(a) - 1O D oy 4 fa)

g é continua em [a,b] e derivavel em a, e g(a) = g(b) = 0 (facil, prove como exercicio). Entao, existe um
f(b) — f(a) f(0) — f(a)
—a

ponto ¢ € (a,b) tal que ¢'(c) = 0. Mas ¢'(c) = f'(c) — 2
—a

, portanto, f'(c) =

Exercicio 253. Verifique os detalhes.

Observagao 76. No caso em que, voltando ao enunciado do teorema de Rolle, f seja derivavel em todo
[a,b] o teorema & obviamente vdlido. Porque nao se usa diretamente tal versao simplificada? Considere
f:[-1,1] = R, f(x) = V1 —22. A versio “original” do teorema de Rolle se aplica & f aqui considerada,
a versao simplificada nao. Portanto ela resulta menos versatil e mais limitada. Verifique os detalhes como

exercicio.

24. Sexta-feira, 18 de junho de 2021

Seminarios em sala de aula.

25. Quarta-feira, 16 de junho de 2021 e
26. Segunda-feira, 21 de junho de 2021

O teorema de Cauchy é o menos famoso dos trés, mas é usado em varios problemas. Por exemplo, ele
permite provar os teoremas de de I’Hopital.

Teorema 77 (de Cauchy). Sejam f, g : [a,b] = R duas fungoes continuas em [a,b] e derivdveis em (a,b).

Entao, existe um ponto ¢ € (a,b) tal que
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Se ¢'(x) # 0 para todo x, e portanto g(a) # g(b) gragas ao teorema de Rolle, a férmula acima se torna
f) = fla) _ f'(c)
g(b) —g(a)  g'(c)

Exercicio 254. Prove o teorema. Observe também que o teorema de Lagrange é um caso particular do

teorema de Cauchy no caso g(x) = x.

Seja f : I — R uma funcao derivdvel em T interior de I (ou seja T nao é extremo de I) e tal que f/(Z) = 0.
Para ver se T é ponto de maximo ou de minimo relativo usamos os teoremas seguintes, estritamente ligados
ao teorema de Lagrange. Ou seja: a conexao entre o teorema de Lagrange e o estudo dos pontos de maximo
o de minimo relativo de uma funcao é dada pelos teoremas seguintes que relacionam a monotonia de uma
fungdo com a sua derivada.

Sabemos que a derivada de uma funcao constante é nula em todos os pontos. Pelo teorema de Lagrange

podemos provar o vice-versa, se a funcao é definida em um intervalo.

Teorema 78. Seja f : I — R (onde I € um intervalo), derivdvel e tal que f'(x) =0 para todo x € 1. Entao
f € constante.

Se o dominio nao é um intervalo, o teorema é falso. A fungao seguinte

] 1 sexe(0,1)
f(ac)—{ 2 sexe(l,2)

é definida em um conjunto, (0,1) U (1,2), que ndo é um intervalo, é derivavel com derivada nula em todos

0s pontos, mas nao é constante.
Exercicio 255. Dé a demonstracao do teorema anterior e fique atento onde se usa o teorema de Lagrange.
O seguinte é um resultado de extrema importancia no estudo dos pontos de maximo e minimo relativo.

Teorema 79 (relagdo monotonia/derivada). Sejam I um intervalo e f : I — R uma fun¢ao continua em I
e derivavel em todos os pontos de I com a possivel excecao dos extremos. Entao:

a) f € crescente em todo I se e somente se f'(x) > 0 para todo x no interior de I;
b) f € decrescente em todo I se e somente se f'(x) <0 para todo x no interior de I.

Observagao 80. Vale a pena fazer as observagoes seguintes (que foram feitas em sala de aula).

(1) A implicacdo = dos itens a) e b) acima nao precisa do teorema de Lagrange. A demonstracdo
decorre da definicdo de derivada como limite da razao incremental e do teorema da conservagao do
sinal.

(2) Sempre a respeito da implicagdo =, o dominio néo precisa ser um intervalo. Se f fosse definida
em (por exemplo) (a,b) U (¢,d), a = continuaria valendo.

(3) A <= precisa do teorema de Lagrange na sua demonstragdo. Se trata de um resultado bem mais
profundo do que o =>. K ao mesmo tempo mais 1itil. O sinal da derivada de f é interessante nem
tanto como fato em si, mas porque diz a respeito do crescimento ou decrescimento de f.

(4) Na validade do resultado <=, o dominio deve ser um intervalo. Pense na fungdo 1/x: ela é definida
em R\{0} (que nao é um intervalo!) possui derivada negativa para todo z # 0, mas nao é decrescente
(é decrescente nos dois intervalos (—o0,0) e (0, +00), separadamente).
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(5) No teorema, eu escolhi dar uma versao com hipdteses bem parecidas com as dos teoremas de Rolle
e Lagrange. Isso ajuda em casos onde a derivada pode nao existir nos extremos. Considere por
exemplo /z. Ela é estritamente crescente em [0, +00) e ndo somente em (0, +00), com derivada
positiva para todo xz > 0.

Exercicio 256. Verifique os detalhes das observagoes acima.

O teorema 79 tem uma versao que relaciona o estrito crescimento (decrescimento) com a derivada positiva

(negativa)? Parcialmente sim, mas ndo completamente. Vale a proposigao seguinte.

Proposicao 81. Seja f : I — R € continua em I e derivavel nos pontos internos de I.

a) Se f'(x) > 0 nos pontos internos de I, entdo f é estritamente crescente em todo I.
b) Se f'(x) < 0 nos pontos internos de I, entdo f € estritamente decrescente em todo I.

Observacgao 82. vice-versa nao vale. Pense em funcoes como 23 e —z3.

Exercicio 257. Determine os pontos de maximo e minimo relativo, se existem, das fungoes seguintes.

1. 222 — 922+ 122 — 1 2. B4+ r+1
3. 23—t r(r—1)32

2 4
4 T 5. x

2 -1 Vv1—22

Exercicio 258. Determine os pontos de maximo e minimo absoluto e relativo, se existem, das fungoes

seguintes, nos conjuntos indicados ao lado. Determine tambem o maximo e o minimo absoluto, se existem.

1. 23 +22  [0,400) 2. |senxz|, [—g,g)
1
3. loslzl ~3,0) 4 22, (0,1)
x
5. [z], [0,2] 6. senx —xcosz, R

7. 22, (0,1) 8. cos?z? [/ /7

0. f(:v):{ |z — 2 z € [0,4]

10.  cos?x?, [—/m, /T
log x x € (4,5] =V VAl

Exercicio 259. Dé informagoes sobre o nimero e o sinal das solu¢es das equagoes seguintes:

1
1. xlog:v:—z 2. 23 -322+8x=0
13 3 2 3 2
3. —gx - +z4+2=0 4. x° -3z +8x=0
13 3 o 2
5., —zaxb—-—a*+2+2=0 6. z*—log(jz|+1)=0

3 4
7. at—62244=0 8 at—23+4+2241=0
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9. a*+4+22—k+1=0,variando k 10. 2% —222+k—1 =0, variando
em R k em R

Exercicio 260. Determine os pontos de maximo e minimo absoluto e relativo (se existem) de f(z) =

1
t -
arctgx + o1

Exercicio 261. Determine os pontos de maximo e minimo absoluto e relativo (se existem) de f(x) =
|22 — 4]5/ 3,

Test a multipla escolha:

Exercicio 262. Dada uma funcao f : R\{0} — R, condicao suficiente para que f seja inversivel é que seja

a) continua em todo o dominio. b) Derivavel com derivada positiva.
c) Estritamente crescente. d) Estritamente crescente em (—o00,0) e em

—

0, +00), separadamente.
e) Estritamente crescente em (—o00,0) e estrita- f) Nenhuma das respostas acima é correta.
mente decrescente em (0, +00).

Exercicio 263. Seja f : [a,b] — R derivdvel em zp € [a,b]. Se xp ¢ ponto de maximo relativo, entao
f'(xo) = 0. Este enunciado assemelha ao teorema de Fermat, mas escrito assim & falso. Qual hipGtese
devemos adicionar para que seja verdadeiro?

a) o € (a,b). b) f derivavel em [a,b] (ndo sé em xy).

c) f derivével [a,b] com derivada continua. d) nenhuma das resposta acima é correta.

Exercicio 264. Seja f definida em [—1, 1]. Diga qual das condigao seguintes é suficiente para que a equagao
f(z) = 0 tenha solugao:

a) f continua e f(—1) < f(1). b) f derivavel e f(—1) < f(1).
c) f(—=1) <0e f(1) > 0. d) f continua, crescente e f(—1) < f(1).
e) nenhuma das condigoes anteriores garante a exi-

sténcia da solugao de f(z) = 0.

Exercicio 265. Diga se as fungoes seguintes sao inversiveis em um oportuno intervalo do tipo (xg—d, zo+0);

em caso afirmativo, determine, se existe, a derivada da funcao inversa

zg=0 yp=0 z0=0 yp=0

. {f(x):x?’—i-tgx ) {f(x):a:3+a:5

2o=0 yo=0 zo=0 yo=0

, { fa) = 2+ 1 ) { @) = signzy/l

27. Quarta-feira, 23 de junho de 2021
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Seminarios em sala de aula.

28. Sexta-feira, 25 de junho de 2021
Segunda parte da aula: um semindrio em sala de aula. Primeira parte dedicada ao conteido seguinte.

Os teoremas seguintes apresentam interessantes métodos para resolver limites que se apresentam em
formas indeterminadas. Eles sdo conhecidos como teoremas de de ’'Hopital, do nome do marqés Guillaume
de I’'Hépital que os publicou em 1696, poucos anos depois da publicacao (1684) do famoso artigo na revista
” Acta eruditorum” onde Leibniz apresentou pela primeira vez o conceito de derivada. Na verdade os
teoremas sdo devidos a Johann Bernoulli. A recostrugao dos historiadores provou que de I’'Hépital pagava
uma pensao a Bernoulli para nao divulgar a real autoria dos resultados. Mesmo assim, continuam sendo

conhecidos com a autoria errada de de I’Hopital.

Teorema 83 (de I'Hopital - primeira versao). Sejam f,g duas fungoes continuas em [a,b] e derivdveis em
(a,b) com a possivel exce¢ao de um ponto ¢ € [a,b]. Sejam f(c) =0 = g(c) e suponhamos que g(z) e ¢'(z)
sejam nao nulas em todo x # c. Suponhamos que o limite

f'(x)

2oe g/ (z)

- U

onde | € real ou £00. Entaio,

Teorema 84 (de 'Hopital - segunda versao). Sejam f,g duas fungdes derivdveis em (a,b). Suponhamos

que o limite
T +o0
lim & se apresente na forma indeterminada ——.
T—a g(m) +00
Suponhamos também que o limite
/!
/@)
T—a g’(q;)

limM =1.

T—a g(gg)

O segundo teorema vale (obviamente) no caso em que se considere x — b. Inclusive, o teorema vale se

- "

onde l € real ou £oo. Entao,

for considerado um limite bilateral, ou seja, x — ¢, onde ¢ € (a,b).

Exercicio 266. Duas versoes dos teoremas de de I’Hopital, andlogas as duas escritas acima, valem quando
x — £o00. Escreva o enunciado delas.

Exercicio 267. Estude, usando os teoremas de de I’Hopital, os limites seguintes:

T — senz . arctgx arctgx — 5 ot 423 —dr+1 ( 7r)
_—= arctgx — —

lim — lim , lim T , lim 3 5 , lim =x
z=0 @ e=0 @00 g a1 23+ 22 —bx+37 aotoo


https://en.wikipedia.org/wiki/Nova_Methodus_pro_Maximis_et_Minimis
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Exercicio 268. Estude, usando os teoremas de de I’Hopital, os limites seguintes:
(log z)* x®

wll}rilooe—m, }Tli{(l).l‘log:t, xgrfw o a, B >0, $11>I—Pooa7, a>0,a>1.
T
Observacao: se a forma indeterminada do limite il_}mc fg; nao ¢ verificada, os teoremas de de I’Hopital nao
g(x

podem ser usados. Por exemplo, lim, .o —— = 0, mais o limite da fracdo das derivadas é 1. O problema
x

+1
¢é de fato que o limite inicial ndo se apresenta em uma forma indeterminada.

Exercicio 269. Escreva a derivada da funcio f(x) = cos(log(z? + z)).

>+ sex >0
Exercicio 270. Calcule a derivada de f(z) =<¢ 0 se x =0

senr sex <0
Exercicio 271. Escreva a equagao da reta tangente a fungao f(z) = arctgx no ponto (1, f(1)).

Exercicio 272. Consideramos a funcio f(z) = x* +tgx + 1. Prove que existe um intervalo de tipo (—a,a)
(onde a é um oportuno niimero positivo) tal que f é inversivel em (—a,a). Calcule, em seguida, D(f~1)(1).

A ideia da resolucdo do exercicio é a seguinte: f é derivdvel em todo o dominio e f'(z) = 423 + 1 +tg2z.
Se x > 0, f'(z) é obviamente positiva, mas se < 0, ndo podemos dize-lo. Por outro lado f/(0) = 1. Pelo
teorema da conservacao do sinal das fungoes continuas e observando que f’(z) é continua, podemos dizer
que existe um intervalo (—a, a) onde f’(x) mantém o sinal positivo. Portanto, usando o segundo teorema

de monotonia, podemos dizer que f é estritamente crescente em (—a,a) e portanto inversivel. Observamos

1 1
que £(0) = 1. Portanto, podemos dizer que D(f~1)(1) = 700) =7= 1.
Exercicio 273. Calcule o limite
. log(1+ senz)
lim ————=
z—0 T Cosx
Exercicio 274. Calcule o limite
. X —senx
lim ————
z—0 x3
Neste exercicio, que aparece também anteriormente, precisa aplicar mais vezes os teoremas de de L’Hopital.

sen T

nao pode ser abordado pelos teoremas porque o conhecimento da derivada do

senz
é

Porém, o limite lim,_,q

seno requer o conhecimento do limite. Ou seja, caimos num circulo vicioso. Por outro lado, lim,_q

conhecido por outras vias e o exercicio pode continuar.

Exercicio 275. Pela mesma razao, nao podemos aplicar os teoremas de de L’Hopital para calcular os limites

. et —1 . log(z+1)
lim e lim ————=.
z—0 €T z—0 T

Explique os detalhes.
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Exercicio 276. Calcule o limite .
——2+=x
im &——F
e sen 2(mx)

Exercicio 277. Calcule o limite
. log(1 + €**)
im ——~

Tr——+00 x€x

Exercicio 278. Calcule o limite
lim =z (arctgac — E)

z—+00 2

Exercicio 279. Calcule o limite

lim z”
r—0

Este limite se apresenta em uma forma nova para o curso que estamos estudando, a forma 0°. Que é
. . . x
indeterminada. Por outro lado observe que valem as igualdades z% = el°8*" = ¢¥18%  Agora, usando o

limite anterior e o limite para composicao, podemos resolver o exercicio.

Exercicio 280. Calcule o limite
x + sen z?

a:—lgloo z2+1
Este limite pode ser abordado pelo teorema do confronto e vale 0. Se tentarmos aplicar os teoremas de
de L’Hopital, vemos que o limite da fragdo das derivadas nao existe. Este fato nao estd em contradigdo com
os teoremas. Uma das versoes, de fato, diz que, se
f'(@)

vor g (2)

existe e vale [, onde [ pode ser um niimero ou +o00, entao

im L&)
a—z g(x)
Porém, se o limite
/
@)
T—T g’(ﬂ?)
nao existe, tudo pode acontecer sobre
x
Jim 7).
-7 g(x)
porque neste caso o teorema nao diz nada.
Exercicio 281. Calcule os limites seguintes:
P —-1—-z . 1+2 . logcoszx . SenT — cosT
lim ———— lim xlog lim ——— lim ——
2—0 x2 z—r+00 T a0 12 /4 sendx
. log(3 + senx) . coszx VA Y,
lim ———= lim lim —

T—>—00 T z—0t T rz—1— arccosx
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Exercicio 282. Diga para quais valores reais a temos lim,_, oo (V422 + 2 — 22 —a) = —1/2.

Definigao 85. Seja I intervalo e f : I — R derivdvel. Dado xg € I, se f’ é derivdvel em xz(p, chamamos o
valor D f'(xg) de seqgunda derivada de f em xy. O simbolo serd f”(zg). Se f”(x) existe para todo z e tal
fungao é derivdvel, a sua derivada serd a terceira derivada f"(z) de f. E podemos continuar: se f possui
outras derivadas, f®4, f® . f®),

29. Segunda-feira, 28 de junho de 2021

A segunda derivada é 1til para procurar pontos de maximo ou minimo relativo como o teorema seguinte

explica.

Teorema 86. Sejam I intervalo, f: I — R derivdvel e seja xg ponto critico interno. Entdo:

(1) se f"(xo) existe e é positiva, entdo, xg € ponto de minimo relativo;

(2) se f"(xq) existe e é negativa, entdo, xo € ponto de mdximo relativo.

No teorema é dito claramente, mas vale a pena repetir, que o valor de f”(xy) serve unicamente se xq é

ponto critico.
Exercicio 283. Tente demonstrar um dos dois itens do teorema.
Exercicio 284. Estude os pontos de maximo ou minimo relativo de z2 log .

Exercicio 285. Define o prolongamento continuo em zero da funcao acima e estude os pontos de maximo

ou minimo relativo da nova fungao.

Exercicio 286. Se f”(x¢) = 0, nada podemos dizer. Veja o que acontece com as funcoes 23, 2*, —z*.

Exercicio 287. Usando func¢oes do tipo sen (1/x), oportunamente manipulada, define uma f em um inter-
valo do tipo (—a,a), que seja derivével, tal que 0 seja ponto criticos, mas que 0 nao seja ponto de minimo

nem de maximo relativo e nem ponto de inflexao.

Exercicio 288. exercicio importante e nao facil. Seja f : [ = (—a,a) — R uma funcao onde a é um
nimero positivo fixado. Suponhamos que f possua derivada terceira para todo x € I e suponhamos que
" () seja continua para todo z. Seja f'(0) =0, f”(0) =0e f”(0) =5. O que podemos dizer sobre x =0
em relacao a f? E ponto de minimo relativo? de maximo? Nenhuma das duas coisas? f pode ser inversivel

em uma vizinhanga de 0?7
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Definigao 87 (concavidade/convexidade).
convexidade

Seja f : I — R uma fungao dada. A fungao é dita conveza se, para todos os pontos P = (z1, f(x1))
e @ = (x2, f(x2)) que pertencem ao gréfico de f, o gréfico de f considerado entre P e @ estd abaixo do
segmento que passa por P e (). Em formulas:

T f(z2) — f(x1)

T2 — I

fz) < flan)

(x —x1),Vo € [11,22], VX1, 22 € I.

concavidade
f é dita concava se, para todos os pontos P = (z1, f(z1)) e Q = (x2, f(x2)) que pertencem ao gréfico de
f, o grafico de f considerado entre P e @) estd acima do segmento que passa por P e (). Em férmulas:

N f(z2) — f(21)

T2 — I

f(x) = f(z1)

(x —x1),Vx € [21,22], Va1, 22 € I.

x X2 z T2

fungao convexa a esquerda e concava a direita

C

o ponto ¢ & dito de inflexdo e a reta r é tangente ao grafico em (c, f(c)).

O ponto ¢ do grafico acima é chamado ponto de inflexdo porque f troca de concavidade/convexidade de
um intervalo de tipo [a, c] para um intervalo de tipo [c,d]. Mais precisamente: dada f : I — R, onde I é
um intervalo, um ponto ¢ interno a I é chamado ponto de inflexdo se existe 6 > 0 tal que f é convexa (resp.
concava) em [c — 6, c| e concava (resp. convexa) em [c, ¢ + d].

30. Quarta-feira, 30 de junho de 2021 e
31. Sexta-feira, 2 de julho de 2021

Seminarios em sala de aula.
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32. Segunda-feira, 5 de julho de 2021

Um semindrio em sala de aula e o contetido seguinte.

Estamos em proximidade de concluir a investigacao sobre as propriedades de uma funcao que interessam
o trabalho da nossa disciplina. Vamos ver o préximo conceito.

Definicao 88.

e Assintota horizontal: Seja f : (a,+00) — R uma fungdo dada. Suponhamos que

lim f(z)=1€R.

T—r+00

Dizemos que a reta y = [ é assintota horizontal de f. Analogamente, se f: (—o0,b) = R e

lim f(z)=meR,
Tr——00
a reta y = m também é chamada assintota horizontal de f.
e Assintota vertical: Sejam [ intervalo de R, f : I — R uma funcao dada e xg um ponto interno de
I ou um extremo de I. Suponhamos que
lim f(x) = +o0 ou lim f(z) = +oc0.
x—):(;ar =T
Dizemos que a reta x = xq é assintota vertical de f
e Assintota obliqua: Seja f : (a,+00) — R uma funcdo dada. Suponhamos que
lim (f(z)— (mz+q))=0.

T—-+00

Dizemos que a reta y = mx+q é assintota obliqua de f. Podemos eventualmente acrescentar dizendo:
assinota obliqua para r — +0co0. Analogamente, pode ser definida a assintota obliqua para x — —oo
(se o dominio de f é do tipo (—o0,b)).

Exercicio 289. Seja dada f(z) e seja y = mx+q assinota obliqua para x — +o00. Prove que limy_, 1 f(z) =

+oosem >0e —oo0sem < 0.

Seja dada f(x) e suponhamos (por exemplo) que lim,_, .~ f(z) = +00. Como podemos determinar se f
possui assinota obliqua para x — 4+00? E qual é tal assinota? Primeiramente estudamos

lim f(@)

r—+o0

Se tal limite existe e vale m € R, estudamos

lim (f(z)—mx).

r——+00

Se o limite acima existe e vale ¢ € R, entao y = mx + ¢ é assinota obliqua de f.

Exercicio 290. Prove a afirmacao acima. Prove também que, se lim, 4o (f(x)/x) é +00 ou nao existe,
entdo f nao possui assinota obliqua (para z — 400).

Exercicio 291. Calcule as assinotas das funcoes seguintes:
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241 1 0
1. f(x) = i2i_1 2. f(x) :{ mnx Zzizo 3. f(x) = cosx/x + arctgx
3 92 2
4 f@)=Va2—3z+2-¢/" 5 f(a)= W

Estudo de uma fungao e desenho do grafico.

Dada uma funcao f : I — R, o estudo de f se resume na busca de uma série de informagoes que o
trabalho feito neste curso permite obter (se as contas nao sao complicadas). Tais informagoes devem, em
tese, permitir o desenho do griafico. Geralmente as informagoes que devemos procurar sao as seguintes:

(1) determinar o dominio de f. Se o dominio for explicitamente dado pelo exercicio, nao tem nada a
fazer. Se f(z) é dada na sua lei algébrica, sem o dominio, deve-se entender que o dominio é o maior
conjunto possivel onde a lei algébrica é admissivel (no campo R).

(2) Os limites initeressantes, que dependem da lei algébrica de f e do dominio.
(3) Determinar as assinotas de f.
(4) Dizer se f é continua, se possui pontos de descontinuidade; se é derivavel e em quais pontos.
(5) Determinar os pontos de maximo e minimo relativo e absoluto (se existem).
(6) Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento de f.
(7) Determinar os intervalos de concavidade e convexidade de f.
Eventualmente, outras informagoes podem ser procuradas, por exemplo:

e Determinar os pontos de anulamento de f e as regioes do dominio onde f é positiva ou negativa.

Todos os itens acima dependem da facilidade/dificuldade de contas. Nem tudo pode sempre ser feito.

Um exercicio de estudo de uma funcao deve terminar com o desenho do grafico que resume as informagoes
obtidas.

Exercicio 292. Estude as fungoes seguintes e desenhe o grafico.

+ 2
1. 3/(e—1) 2. %1 3.
x3/(x —1) x“Inzx p—
1 T 2/3
2
3
7. senx + cosx 8. at —4ad +42° +1 9. ac +1
x_

33. Quarta-feira, 7 de julho de 2021 e
34. Segunda-feira, 12 de julho de 2021

Seminarios em sala de aula.

35. Quarta-feira, 14 de julho de 2021



76
A férmula de Taylor

A férmula de Taylor, ou mais em geral e corretamente poderiamos dizer “as formulas de Taylor”, é
um conjunto de resultados sobre aproximacao de fungoes por meio de polinémios, desenvolvida por muitos
matemaéticos, entre outros Newton, os Bernoulli, Euler e os britanicos B. Taylor (1685-1713) e C. Mac Laurin
(1698-1746).

Sejam I um intervalo e f : I — R uma fungdo derivivel. Considere z¢ € I fixado e seja m # f'(xo)

fixado. Cosidere as fungoes
T(x) = f(zo) + f'(zo)(x —x0) e Swm(z) = f(zo) +m(z — o).
O gréfico de T representa a reta tangente ao grafico de f em (xg, f(xo)).

Os graficos das S, representam as retas secantes o grafico de f em (xg, f(x¢)), com a tnica excecao da

secante vertical que tem equagao x = xg.

E f4cil ver que
lim (f(x) —T(x)) =0 e lim (f(x) — Sm(z))=0. (11)

T—xQ T—TQ

Exercicio 293. Verifique os limites acima, sabendo que f é continua (sendo por hip6tese derivavel).

Dizemos que T'(z) e as Sy, (z) aproximam f em xo por verificar os limites acima. E bom dar a defini¢ao
correta de funcao aproximante para evitar que esta palavra assuma um significado confuso onde a intuicao

nem sempre ajuda.

Definicao 89. Dadas duas fungdes f(x) e g(x) dizemos que g aprozima f em zy (ou para x — xo) se

A definigdo acima permite usar a palavar “aproximar” sem ambiguidade. A mesma coisa acontece com a

palavra “infinitésimo” que apresentarei daqui a pouco.

Se as férmulas (11) mostram uniformidade de comportamento de T'(z) e das Sy, (), a investigacao pode
ser aprofundada para ver se outras diferencas surgem. Por exemplo, se fosse (f(z) — T'(x)) = (z — x0)? e
(f(x) = Sm(x)) = 4m(xz — xp) (estou somente inventando uma situagdo possivel), a gente podieria observar
que, quando x é muito préximo de zg, (f(z) — T(x)) é bem mais préxima de zero que as (f(z) — S (x)). A
primeira diferenca tem um decrescimento quadratico, enquanto € linerar em todas as segundas.

Em geral, o exercicio seguinte diz que T'(z) tem uma propriedade que nenhuma das S, tém, aquela de

zerar o limite quocientado com x — z.

Exercicio 294. Prove que

lim M =0 enquanto lim M

/
= — 0.
I T—=zo T — T fwo) —m #
Observagao 90. A aproximagao dada por T é considerada “melhor” a respeito de todas as aproximacgoes
dadas pelas Sm(z), porque f(x) — T'(x) tende para zero “mais rapidamente” do que z — g, enquanto as
f(z) — Sy (x) tendem para zero “com a mesma velocidade” do que x — xg.
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Se f possui derivada segunda em I, podemos usar polinémios de grau menor ou igual a 2 para obter
aproximagoes ainda melhores, estendendo o argumento acima. Sejam [ um intervalo e f : I — R uma
fungao derivavel duas vezes. Considere xg € I fixado e considere as funcoes polinomiais seguintes:

To() = Flao) + ' (a0) (& — 70) + 3 " (@) (z — wo)?
e qualquer outra funcao do tipo
Qup(z) = f(x0) + a(z — x0) + bz — x0)?, a,beR.
Os gréficos de Ty(z) e de todas as @, (x) sdo pardbolas que passam por (xo, f(x0)). Em particular,

lim f(z) —Te(z) =0 e lim f(z)— Qqp(z) =0.

T—xTQ r—x0
Veja a analogia com os limites da (11). T e Q4 sdo aproximantes de f em xy. Dito de outra forma, as
funcoes f —T5 e f — Qg sao infinitésimas para v — 9. Porém, tem uma diferéncia crucial entre 75 e todas
as Qqp, que ¢ andloga aquela que o exercicio 294 mostra no caso de primeiro grau. T verifica o limite

L 1) = (@)

=0 12
T—xQ ([I; — "L‘O)2 ’ ( )

1
e é o unico polindémio de grau < ¢ que verifica o limite acima. Ou seja, se a # f'(x) ou b # if”(xo) o
limite
lim f(‘/L‘) - Qa,b(x)
a—=zo  (r — x0)?

ou nao existe, ou, se existir, nao é zero.

Exercicio 295. Prove as féormulas acima. Aqui em baixo veja o resumo dessa prova.

Procuramos um polinémio Ty (z) = ag + a1(z — x¢) + az(r — 70)? tal que, analogamente ao caso linear,

lim f(z) — (CLO +ay(xr — x0) + az(x — $0)2) — lim f(z) = Tz(z)

=0.
T—To (I — ,]','0)2 T—To (_’I] — ,’1:‘0)2

O limite acima se apresenta na forma indeterminada 0/0. Aplicando o Teorema de de L’Hépital, podemos ver que o

limite acima é verificado se e somente se

f(x) —ap — a1(z — 7o) ().

””h—go (x — 20)? -
Sendo
f@) —ag—ai(@—z0)  f(z) —ao—ari(x—z9) 1
(z — 19)2 B T — X0 x—x0
ou seja,
f(z) —(20—501)(21’ —x9) (2 — o) = f(z) — axo : Z;(x — xo)’

se existe ay tal que a igualdade (x) é verificada, entdo, pelo produto dos limites, temos

lim f(@) —ag — ar(x — xp)
T—xQ r — X

=0.

Do resultado visto no caso linear, temos como consequéncia o fato de que ag = f(z9) e a1 = f’(x¢) (0s tnicos dois

valores que permitem o limite acima). Agora precisa descobrir ag. O limite

i 1) = (o) + F'(ao) (@ = @0) + aala = 20)?)

z—zo (x — x0)?
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se apresenta em uma forma indeterminada 0/0. Vamos usar o teorema de de ’'Hopital.

f'(@) = f'(xo) = 2as(x —20)) _ f'(2) = f'(z0)
2(x — xo) 2(x — x9) >

Portanto
f @) = )

—a, =0
=z 2(z — x9) =

1
se e somente se ag = if”(xo).

Vamos resumir: se f possui segunda derivada, existe e é tnico um polindémio de grau < 2, Th(z) =
f(mo) + f/(x0)(x — x0) + & f"(20)(x — 20)?, tal que, escrevendo

1
f(z) = f(xo) + f'(z0)(x — o) + Qf"(l"o)(iﬁ —x0)® + r(x),
isto é
f(z) = fungao polinomial + fungao resto,
o resto tende para zero mais rapidamente do que (x — x¢)?, ou seja

i (@) = Ta(@)

T—x0 (g; — gjo)z

=0.
Observe que Ty(x) pode ser de grau < 1 (portanto igual a T'); isso acontece se f”(zq) = 0. E interessante
a comparagao de 75 nao somente con as @, p, mas também com 7. A aproximacao dada por T3 é melhor

daquela dada por T'(x) (a reta tangente), por causa do fato que f(x) —T'(z) tende a zero mais rapidamente
de o — xp, mas ndo sabemos se tende mais rapidamente a zero de (z — )?.

Exercicio 296. Veja o que acontece (faca as contas) com as funcdes z3 + 322 +z, €%, cos z. Pegue, nos trés

casos, xg = 0.

Exercicio 297. Qual é uma condicao suficiente para que

i 4 @) = (f(zo) = f'(z0)(z — z0))

a0 (z — x0)?

=07

Foi mencionada, logo depois da definicao 89, a palavra infinitésimo. Vamos dar a definicdo agora. Ela
nada tem a ver com os infinitésimos de Leibniz. E somente uma palavra que resume uma propriedade, nada

de particularmente profundo.

Definigao 91. Sejam I um intervalo e g : I — R uma fungdo dada. Considere zy € I fixado. Se
lim, 4, g(z) = 0, dizemos que g é infinitésima para x — xo. Seja agora n € N, n > 1 e considere o limite:
lim ﬂ
T—T0 (.CU — mo)n
Se o limite acima existe e vale zero, dizemos que ¢ é infinitésima para x — o de ordem superior a n. Se o
limite acima existe e igual a a € R, a # 0 dizemos que ¢ ¢ infinitésima para © — xg de ordem n.

A definicdo acima é fortemente relacionada com a definicdo de “o pequeno”, que irei colocar daqui a nao
muito.
x ok ok

Vamos finalmente generalizar todo o argumento precedente, apresentando assim o primeiro dos teoremas
de Taylor. Comecamos pela definicao seguinte.
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Definigao 92 (Polinémio e Resto de Taylor). Sejam I um intervalo e f : I — R uma fungao derivavel até
a ordem n. Seja xg € I fixado. O polinémio de grau < n

1 1
T, x0) = f(w0) + f'(20)(x — 20) + §f”($0)($ —20)’ + .+ Ef(n)(xo)(%‘ — )"
se chama polindmio de Taylor de f de ordem n e centro xy. A funcao R, (z,xq), definida como

Rn(l',$0) = f(l’) - Tn(l’,l'o),

se chama resto de Taylor de f de ordem n e centro xg.

A definigao acima é ... somente uma defini¢ao. O resto é simplesmente a diferenga entre a fungao f e um
conveniente polinémio escolhido. Agora, aquilo que é importante é determinar porque o polinémio de Taylor
é importante e isso depende do comportamento do resto. O teorema seguinte foi dado sem a demonstracao
em sala de aula.

Teorema 93 (Férmula de Taylor com resto em forma de Peano). Sejam I um intervalo e f : I — R uma
funcao que possui derivadas até a ordem n. Seja xo € I fizado. Denotando por T, (x,xz¢) polinémio de

Taylor de f de ordem n e centro xo e por Ry(x,zo) o resto Ry (z,x0) = f(x) — Th(z,z0), temos

a—=ro  (x — x0)" a—wo (x — )"

=0. ()

Além disso, se Q(x) é um polinémio de grau < n tal que

entio Q(z) = Ty (z, x0).

A férmula acima se chama formula de Taylor de f de ordem n, centro xy e resto em forma de Peano.

Observagao 94. Vale a pena repetir muitas e muitas vezes que o polinomio de Taylor (de ordem n e centro
xg) é o unico polinémio de grau < n que verifca o limite do teorema 93. Este fato é crucial em muitas

aplicacoes.

Exercicio 298. Determine o polinémio de Taylor Ty(x,0), de ordem 4 e centro 0 das fungdes seguintes:

sen x, cos T, ev.

Observe que, no caso do seno, ha Ty(z) = Ts3(x) (aqui simplifico a notagao eliminando o zero). O polinémio
de ordem 4 tem grau 3. E muito importante manter a distincao entre a ordem n do polinémio e
seu grau, que pode ser n, mas pode ser menor. Observe que na definicao 92 e no teorema 93 se fala

explicitamente de ordem do polinémio, nao de grau.

Com uma expressao muito comum na teoria de Taylor, dizemos que R,,(x,xo) é um o pequeno de (x—xy)"
[Pk

para x — xg. Nessa expressao, “0” ¢é a letra do alfabeto, nao é 0 de zero. Vamos dar a definicao de o pequeno.

O leitor pode ver que esté relacionada com a nocao de ordem de um infinitésimo.
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Definigao 95. Dados um intervalo I, um ponto zy € I e duas fungoes g,h : I \ {zo} — R, dizemos que g é
um o pequeno de h, para x que tende a xq, se

g9(x) _
aao h(z) 0.

O simbolo é g(z) = o(h(x)) per x — xg.

A notagao acima nao é das melhores. Uma fungao o(x) para x — 0 nao é univocamente determinada pelo

sfmbolo o(x). E imediato provar que z®, 2%, sen3z, e infinitas outras, sdo o(x) para z — 0. Hoje é normal

3 18

escrever x° = o(z) assim como z'° = o(x). Segue que, neste caso, o(z) — o(z) nao é zero para todo x, coisa

bastante estranha, tendo a diferenca de dois simbolos iguais. Uma outra possibilidade teria sido escrever
z3 € o(z), 2* € o(x), sen3z € o(x), e seria uma notacio mais correta, denotando o(x) o conjunto de todas
as fungoes g que verificam o limite do teorema com z no lugar de h(z) (continua aqui subentendido que
x — 0). Infelizmente, essa notacao nao foi adotada ao longo dos séculos passados.

Com a introduc¢ao do o pequeno, podemos escrever a férmula de Taylor de uma funcao f : I — R de

ordem n e centro zp, como

) (g
£y = 3 T o — o)),

E a formula com resto em forma de Peano.

Exercicio 6. Prove as férmulas seguintes (onde temos x — 0):
o(x™) + o(z™) = o(x™), o(z™) —o(z™) = o(x™), o(xz™) - o(z™) = o(z™™)

o(z™) + o(z") = o(z®), onde s = min{m,n}, z"o(z™) = o(x

Prove tambem as seguintes:

7. o(x?) + o(x) = o(x) 8. o(x3) + o(x? + x1) = o(2?)

9. o(z?) senz = o(z?) 10. o(z") o(z) = o(z)

11. (o(2))® = o(2®) 12. o(x) o( sen ) = o(z?2)

13. o(z?) cosx = o(x?) 14. o(sen?z) = o(z?)

15. o(z + o(z)) = ofx) 16. 0 <<x + %xQ 4 0(302))2) = o(a?)

17. o ((z + o(2?))’) = o(z?) 18. (1 — =z + o(z%))’ = 1 — 3z + 322 + o(a?)

Exercicio 299. Determine a férmula de Taylor de ordem 3 (ou 2, se as contas forem complicadas) e centro
em zero das fungoes seguintes. Determine, a partir das formulas, a primeira, a segunda e eventualmente a

terceira derivada em zero.
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1. z2e

2. e
3. %322 +22+1 4.
5. senaz?VI+w 6. (log(1 +x))*
7. coszarctgx 8. elsena)?

Sugestdo: use a técnica vista em sala de aula.

36. Sexta-feira, 16 de julho de 2021 e
37. Sabado-feira, 17 de julho de 2021

Um seminéario em sala de aula no dia 16.

As seguintes s@o algumas férmulas de Taylor centradas em zero.
2 n

ex:1+:v+%+...+%+Rn(a:,O),
senx:a:—zz:—kﬁ—I—...+(—1)"(21:::)!+R2n+1($,0),

cosr=1— ‘;T + j +...+ (—1)”(;:;! + Ron(z,0),

log(1+z) =2 — 22 + ac; + . F (—1)”_1% + R, (z,0),
1+z)*=1+ax+ a(a2 1)3,’2 + ...+ ala - 1)75'01 —nt l)x” + Rn(z,0),
1ix =l+z+22+..+2"+ Ry(,0),

1;_{(3 =1l—z+4+2%+ ..+ (=1)"2" + Ry(z,0).

Voltando ao exercicio 299, a técnica a ser usada é aquela sugerida em sala de aula, que nao consiste em
calcular a derivadas da fun¢@o em questao. A respeito do primeiro item, se trata de observar o seguinte: a

2 n
x x
férmula e* =1+ z + or +ot =+ R, (x,0) é uma igualdade que vale para todo z real. Portanto, temos
! n!
) 9 1‘4 l,n—i—? 5
re® = —|—x3+§—|—+ 1 +$Rn(l‘,0),
! n!

simplesmente multiplicando os dois membros por z2.

Essa é a férmula de Taylor de z2e*? Em principio poderia ser porque é a soma de um polinémio + um

resto. Sé que ndo temos certeza porque nao foi feita nenhuma derivada de z2e® e portanto nao sabemos se
4 n+2
T

2yt + g
91 n!

Se eu conéigo provar due lim, (2% R, (x,0)/2"+?) = 0, Entdo este é um resto de ordem n 4 2. Agora, se

¢é o polinomio de Taylor de uma certa ordem, nem fica claro de qual ordem.

torna crucial o fato de que somente o polinémio de Taylor de ordem n + 2 permite que o resto verifique o
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limite acima. Ou seja, se o limite é correto, o polindmio é necessariamente o polindmio de Taylor de ordem
n + 2. Assim, é correto o limite
. 22R,(z,0)
lim ————= =07
z—0  ght

Temos

2?Ry(2,0)  2? Ry(z,0)
2 - 2 xn :
Sabendo, gracas a férmula de Taylor de e*, que

R, (z,0)

2 =0,

x
segue imediatamente que

2
o limite lim L2\ Y) (2, 0)

=0 ¢é correto.
z—0 nt2

sen x

Exercicio 300. Um dos itens do exercicio 299 trata de e . Recupere a lousa da aula ou a gravacao e

reconstrua o processo para obter a férmula dessa funcao.

A férmula de Taylor pode ajudar no calculo dos limites.

Exercicio 301. Calcule os seguintes limites usando a férmula de Taylor.

I lim Z 22T 2. limg 21

z—0 x2 z—0 x3

. V1i+aZz-1 1= 1—22
3. lim ———— 4. lim —————

=0  senZx 2—0 22

senz _ | to (2 4

5 lim 6. lim _ tg(2ah)

a—0t 2?2 a—0 z2log (1 + 22)

log(z+1) _ 1 t

7. lim 672 S lim —_-areter

=0t (log(1+ x)) 2—0 1 — cos(senx)

(e~ 1) (5 — aret
1 T — — —arctgx

0. i 7 —1 10 lim 4

T—T g sen 2y z—1 (1 7T$> 9

— sen— |
-1 | —V1
1. lim = 12, lim Y1T8T 2‘/ +senw
a—0 x sen 2z 2—0 x
3 3 1/x% _ .

13. zgrfoo (xz°+1)(e 1) 14. zll}r_noo x arctg T

Qual é a ideia para abordéa-los? Pegamos por exemplo um limite do tipo

1 —cos’x

lim 5
=0 xsenzw



83

Usando a férmula de Taylor de seno e cosseno, temos

x? 2
1 —cos’z L= (1—2+R3(a:,0)> ?‘FRG(%O)

r2senz? 22 (22 + So(22,0)) 2t 4 Sg(x,0)
onde os ultimos dois restos acima sao de ordem 6 ou seja verificam:
Rg(x,0 0
lim Bo(z,0) = lim 5(2,0) =0 (%)
z—0 26 z—0 26

(verifique come exercicio as propriedades de convergéncia a zero dos restos acima). Temos

xt 1 Sg(x,0)
4 4 S, 0)
x* + Sg(x,0) L 6(-’E47 )
T
Obviamente vale
lim RG(‘raO) — lim Sﬁ(x70) -0
z—0 x4 z—0 x4

devido aos limites (%) acima, e portanto o limite inicial vale 1/2.

O teorema seguinte é um outro resultado muito importante. Também neste caso, como no caso do teorema

93, a demonstracao nao é facil.

Teorema 96 (férmula de Taylor com resto em forma de Lagrange). Sejam I um intervalo e f : I — R uma
funcao derivadas até a ordem n+ 1. Seja xg € I firado. Entao, para cada x € I existe ¢ entre xg e = tal
que

1
(n+1)!
A formula acima se chama férmula de Taylor de f de ordem n, centro xg e resto em forma de Lagrange.

f(2) = Tu(a, o) + FrD(e) (@ — o)

Observagao 97. Duas coisas:

e 0 teorema acima é uma generalizacao do teorema do valor médio de Lagrange. De fato, se voceés
escolhem n = 0, o enunciado é exatamente o do teorema da Lagrange, lembrando que Tp(z,xg) =
f(zo).

e O teorema 96 precisa de uma hipdtese um pouco mais forte do teorema 93, ou seja, a derivabilidade
de f de ordem n + 1.

A forma de Lagrange no desenvolvimento de Taylor de uma funcao tem vérias aplicacoes. Aqui mostramos
duas sobre o nimero e.

Exemplo 98. Aproximagao de e. A funcao e” possui derivadas de qualquer ordem. Para cada n € N
a derivada n-ésima é D"(e*) = e*. Que em x = 0 vale 1. Portanto, dado n € N qualquer, o polinémio de
Taylor de e* de ordem n e centro 0 ¢é

2 3

T T z" n gk
T"(x’o):1+$+?+€+'”+ﬁzéﬂ
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A férmula de Taylor de e* de ordem n e centro 0 com resto em forma de Lagrange é
n k c
x e
6x227+7:€n+1 VreR
| | ’
ko (n+1)!
onde ¢ é um oportuno valor entre 0 e x. Sendo e® uma fungao crescente e lembrando que e < 3 (como foi
dito e nao provado em sala de aula), se fixamos x = 1, temos

"1 ed 4
D D el s s I K
= k! ! !
onde d é oportuno entre zero e 1. De fato, na férmula acima o valor absoluto nao é necessario, porque
1 C
e—> 710 il é positivo. Isso porque m > 0 qualquer seja c.
Se, por exemplo, n =7 (ou n > 7), temos 8! = 40320 e portanto R7(1,0) < 10~*. Assim,
7
1
a = Z y
k=0

aproxima e com um erro menor de 1074, O valor a acima, que é um niimero decimal (provavelmente ilimitado
periddico, precisaria fazer as contas, mas a presenga de 1/6 na soma deixa prever isso), tem os primeiros 4

digitos decimais depois da virgola iguais aqueles de e.
Exercicio 302. Faca nos detalhes as contas do exemplo acima e calcule a.

Exemplo 99. Irracionalidade de e. Provamos, por contradicao que e é irracional. Suponhamos que e
seja irracional, igual a p/q, onde p, ¢ sdo inteiros, positivos e primos entre si. Seja n suficientemente grande
para que n/q seja inteiro e 3/(n + 1) < 1. Da férmula de Taylor de e®, de ordem n e centro em zero, com
resto em forma de Lagrange, posto x = 1

"1 e?

CEE T

k=0
(onde d é oportuno entre zero e 1), temos temos
n
1 3
nle—nl» — < ——.
kzz:o El' n4+1

Suponha agora e racional igual a p/q, onde p e g s@o inteiros. Escolhendo n grande e miltiplo de ¢, observe
que o membro esquerdo da férmula acima é inteiro, que se torna menor de 3/(n+1) < 1. Absurdo. Portanto,

chegamos a conclusao de que e deve ser necessariamente irracional.

38. Segunda-feira, 19 de julho de 2021
Equacgoes diferenciais ordinarias e primitivas de uma fungao.
Trate-se de equagoes onde as incognitas sdo fungoes (e ndo niimeros como estamos mais acostumados nas

equagoes algébricas) e onde aparecem tambem as derivadas das fungoes incégnitas até uma certa ordem.
Por exemplo, o que significa o problema

cos(u'(t) + u(t)) = ¢? (13)
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Significa procurar uma funcao u(t), definida em um intervalo I (a ser determinado) que verifique a igualdade

cos(u'(t) +u(t)) =t para todo t € I.

A equagao (13) poderia ser chamada “equagao funcional” porque a incégnita é uma func¢ao. Se usa o termo
equacao diferencial para destacar o fato de que estao presentes as derivadas. Determinar uma solucao
de (13) acima é praticamente impossivel, porque as dificuldades de cdlculo sdo extremas. Pensem alguns
segundos: uma funcao tal que ela somada & sua derivada e aplicado o cosseno deveria ser igual a funcao
f(t)=t. Como podemos sonhar de determina-la explicitamente? Poderia nem existir. Na verdade, alguns
teoremas bastante refinados garantem a existéncia da solugao, pelo menos em intervalos I especificos. Os
mesmos teoremas nao ajudam em nada na busca da forma explicita da solu¢ao (ou das solugoes).

Isso acontece com a grande maioria das equacgoes diferencias. Somente grupos extremamente particulares
de equacoes permitem encontrar solucoes eplicitas.

A equagao
Y=y (14)
¢ bem mais simples. Possui infinitas solugdes, isto é, as funcoes do tipo y(t) = ae!, definidas em R, para
cada valor do pardmetro a real. Estamos usando a palavra ”solucao”. Que significa solugao? Uma fungao é
chamada solugdo se verifica a igualdade acima para cada t no seu dominio.
A equacao acima ¢é dita de primeira ordem porque a primeira derivada é a derivada de ordem maéaxima
que aparece na equacao.

O mais simples exemplo de uma equacao diferencial (daqui para frente ndo irei mais usar a palavra
“ordinéria”) é do tipo
u'(t) = f(b),
onde f é uma funcao conhecida e definida em um intervalo I. Em alguns casos podemos nao considerar o
dominio como um intervalo, por exemplo se f(t) = 1/t. Mas restringir o estudo aos intervalos d4 nao poucas

vantagens. No caso de f(t) = 1/t, seria melhor escolher (0, +00) ou (—o0,0).
Definicao 100. Dada f : I — R, I intervalo, uma funcao G : I — R é dita primitiva de f se
G'(x) = f(x), Vzel.

Se uma funcao f admite uma primitiva G, entao admite infinitas, sendo uma primitiva de f cada funcao do
tipo H(x) = G(x) + k, onde k é uma constante. Temos outras primitivas? nao, se o dominio é um intervalo
como o seguinte teorema apresenta. A demonstracao é facil e é uma consequéncia direta do teorema do
valor médio (de Lagrange).

Teorema 101. Se G(z) e L(z) sao duas primitivas de f, entio, G — L é constante.

Exercicio 303. Dé a demonstracao do teorema acima.

/f dx

denota o conjunto de todas as primitivas de f (como nas maioria dos livros), ou, um pouco mais simples-

O simbolo

mente, uma qualquer primitiva de f. Este simbolo é chamado também integral indefinida de f.
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O conceito de primitiva, as vezes, pode ser considerado para fungoes nao definidas em intervalos. Por
exemplo, log|z| é uma primitiva de 1/x (também no intervalo (—o0,0)). Verifique como exercicio. Podemos

1
/*dl‘ = log |z|.
x

1
/fd$:log|x|—|—c.
x

determinando assim infinitas primitivas de 1/z, mas nao todas.

portanto escrever

Podemos também escrever

Exercicio 304. Porque nao sao todas? Prove isso observando que o dominio de 1/x nao é um intervalo.

Voltando atrds para a tabela de algumas derivadas, colocada entre os exercicios 187 e 188, podemos
escrever uma tabella de primitivas de algumas fungoes elementares. Infelizmente, a correspondéncia entre
derivadas e primitivas tem um pequeno problema, do ponto de vista pratico. Dada uma qualquer funcao

elementar, por exemplo
() cos(z? + 2x)
r) = ————
V142t
temos regras para obter f’(x). Basta um pouco de paciéncia. Do contrdrio, a primitiva de uma funcao

elementar pode ser bem complicada. De uma funcao como por exemplo
g(x) = arctg (log(a? + 4)),

pessoalmente, nao tenho menor ideia de qual possa ser a primitiva. Desconfio que possa ser facilmente
calculada. Existe um teorema, que vocés encontrarao em Célculo 2, que diz que cada fungao continua possui
primitiva. Portanto uma primitiva de g(x) existe. No caso por exemplo de g(z) = e“”2, a primitiva existe,
sendo g continua. Mas existe um teorema que prova que ela nao pode ser escrita em termos de funcgoes

elementares. Vejam na pagina wikipédia algumas integrais nao elementares.

39. Quarta-feira, 21 de julho de 2021

Dois seminérios em sala de aula.

40. Sexta-feira, 23 de julho de 2021,
41. Segunda-feira, 26 de julho de 2021 e
42. Quarta-feira, 28 de julho de 2021

Uma classe de equagoes diferenciais que podemos “integrar” sao chamadas equacdes diferenciais de
varidveis separdveis e sao da forma
u'(t) = f(u(t))a(t), (15)
onde f:J — Rea: I — R sao continuas e definidas em intervalos nao necessariamente iguais, como no
exemplo seguinte .
2

u'(t) = Wt

No exemplo acima, se queremos uma solucao definida em R, ela tera o sinal constante e nao podera ser nula

em nenhum ponto.


https://en.wikipedia.org/wiki/Nonelementary_integral
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Exercicio 305. Explique porque.

Observe que uma equacao do tipo
u'(t) = (u(t) + 1)

nao é — nem pode ser reconduzida a uma — de varidveis separaveis.

Observe que, se ¢ € J é um ponto onde f(c) = 0, entdo a funcdo constante u(t) = ¢ para todo ¢t €I é uma
solucao. Em geral, os pontos de anulamento de f correspondem as soluges constantes de (15).

Tém solugdes nao constantes? Se wu(t) for uma solugdo nao constante, ela poderia, em principio, atingir
pontos de anulamento de f. Se f tiver uma certa regularidade, isso nao pode acontecer. Se f for derivavel
com derivada continua, e duas solucbes coincidem em um ponto ¢, elas coincidem em todo I. Assim néo
podemos ter uma solucdo que se anula somente em alguns pontos. Se trata de um teorema dificil chamado
Teorema de Cauchy, de existéncia e unicidade da solugao.

Em geral, a f acima pode ser somente continua. Assim, uponhamos que u(t) seja uma solucao tal que
f(u(t)) nunca se anula em I. Dividindo a igualdade

por f(u(t)), hé, para todo t € I,

Se duas fungoes sao iguais, certamente sao iguais também as familias das primitivas, ou seja:

/ f?;((i))) dt = / a(t) dt.

Das duas primitivas acima o grau de dificuldade da segunda depende de a(t). Sobre a primeira, podemos

dizer um pouco mais. Vamos estudar um problema auxiliar:

1
——dx
| 7
e suponhamos que conseguimos determinar uma primitiva G(x) de 1/f(x). Caso simples poderiam ser

1
fo) =1+a%, /:c2+1

1
dr = arctgz, f(z) ==, /7d:l/‘:10g‘l‘|, flx) = , /cosxd:n:—senx.
x
Neste caso um primitiva de u/(t)/f(u(t)) é a composi¢ao G(u(t)). De fato, fazendo a derivada, temos

COS T

(Gou)(t) =G (u(t)u/(t) =

Portanto a solucao u(t) verifica a igualdade
G(u(t)) = /a(t) dt+c¢, ceR

Observe que G ¢ inversivel, porque estamos integrando 1/f(z) em um intervalo do dominio dela onde tem
sinal constante, como dito acima. Denotando por A(t) uma primitiva de a(t), entao, a solucao u(t) verifica:

u(t) = GHA(t) +¢), Vt e I.

Vamos agora verificar se a fungao u acima é realmente solugao da equagao 15. Temos

W (t) = D (GYA(®) + 0)) = DGY(A() + c)a(t) = G/(i(t))a(t) S
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Observe, acima, o uso da regra de derivacao da fungao inversa.

Observacao fundamental: qualquer solugao u(t) de qualquer equagao diferencial deve ser
submetida ao teste acima. Em qualquer exercicio o prova. Somente isso garante que a solucao

é realmente correta.

Exemplo 102.
u' = u?.
Ela é de variaveis separaveis, sendo f(x) = 22. Obviamente a equagio admite a solugio identicamente nula,

que é a tnica solucdo constante. Seja u(t) uma solucdo nao constante. Pela observagao feita acima, ela

2

nunca se anula. Assim, dividindo os membros da igualdade acima por u* e integrando, obtemos

[t

ou seja

1

———=t+4+¢, ceR
u(t)
Consequentemente, solugoes ndo constantes sao dadas da férmula
1
u(t) = —
®) t+c’

e o maior intervalo de defini¢ao ¢ (—oo, —c) se u(t) > 0 e (—¢,+00) se u(t) < 0. Observe que cada solucao
¢é definida em um dominio diferente. Fato curioso, mas nao errado.
Podemos abordar um novo problema: entre todas as solugées acima, procure aquela que verifica u(0) = 1.

Tal solucaoé obtida para c = —1 e é
1
)= ——
u(t) = 1—

no intervalo (—o0o,1). Observe que a solugao com o dado u(2) = —1 também ¢ obtida para ¢ = —1, mas

nao coincide com a precedente solugdo porque, neste caso, o intervalo de defini¢ao é (1, +00).

. continuo e finalizo amanha, dia 29



